METODOS NUMERICOS

APLICADOS

A LA
INGENIERIA AMBIENTAL

Yomber José Montilla Lépez
il Angelita Leonor Bosquez Mestanza
)]

QUEVEDO
2022




METODOS NUMERICOS APLICADOS A LA INGENIERIA AMBIENTAL

Publicado por:

Derechos
reservados:

Cita del libro:

Revision
de Pares
Externos:

Disefio y

Diagramacion:

Primera
Edicion:

ISBN:

Universidad Técnica Estatal de Quevedo.
Dir. Av. Quito km 1%z via a Santo Domingo de los Tsachilas, Quevedo, Ecuador.
www. uteqg.edu.ec.

© Universidad Técnica Estatal de Quevedo, Ecuador 2022.

Direccion de Investigacion Ciencia y Tecnologia (DICYT). Se autoriza la reproduccién de
esta publicacién con ines educativos y otros que no sean comerciales sin permiso
escrito previo detentar el derecho de autor, mencionando la cita.

Montilla Y. y Bosquez A. 2022. Métodos numéricos aplicados a la Ingenieria Ambiental.
Univer-sidad Técnica Estatal de Quevedo, Ecuador. 238 pp.

Jesus Alexis Quintero Moreno
Magister Scientiarum en Ciencias Mencion Fisica - Matematica.
Universidad Centroccidental Lisandro Alvarado - Venezuela

JesUs Enrique Erazo Puentes
Magister en Fisica Fundamental.
Universidad Politécnica Territorial de Mérida Kléber Ramirez - Venezuela.

Ing. J. Bladimir Mora Macias
Disefiador Gréfico y Multimedia.

Quevedo, Diciembre del 2022.

978-9978-371-52-7






PRESENTACION

El Comité Editorial de la Universidad Técnica Estatal de Quevedo
(UTEQ) es la unidad encargada de promover, gestionar y administrar
el conocimiento resultante de las actividades de investigacion
cientifica, la docencia y la vinculacién de docentes y estudiantes.
Dentro del procedimiento para el reconocimiento al profesorado y
estudiantado de la UTEQ se contempla la publicacién como libros
de Tesis de grado y posgrado que se distingan por su innovacion,
metodologia, rigor técnico o impacto social.




METODOS NUMERICOS APLICADOS A LA INGENIERIA AMBIENTAL

AUTORES:

Yomber José Montilla Lopez
Angelita Leonor Bosquez Mestanza




CONTENIDO

CAPITULO

CAPITULO

CAPITULO

PREFACIO

PAUTAS DE ESTUDIOS EN LA RESOLUCION DE EJERCICIOS

EDWARD NORTON LORENZ BIOGRAFIA

1 INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

Soluciones analiticas vs soluciones numéricas
Aspectos de las soluciones numéricas

Manejo de resultados numéricos

Errores en calculo numéricos

Hoja de calculo Excel en los métodos numéricos
Los métodos numéricos en la Ingenieria Ambiental
Ejercicios propuestos

Proyecto para grupo: Modelo simple de disolucion.

2  RAICES DE ECUACIONES Y PUNTOS OPTIMOS

2.1
2.2
2.3

2.4

2.5
2.6

2.7

2.8
2.9

Solucién numérica de ecuaciones de una variable
Método grafico

Métodos cerrados

2.3.1 Método de biseccion

2.3.2 Método de falsa posicién
Métodos abiertos

2.4.1 Método de Newton-Raphson
2.4.2 Método de la Secante
Puntos 6ptimos

Valores maximos y minimos

2.6.1 Busqueda de seccion dorada
2.6.2 Método de Newton

Ejercicio de aplicacion: Calculo de niveles de oxigeno

Ejercicios propuestos
Proyecto para grupo: El pH del agua

3 AJUSTE DE CURVAS POR MiNIMOS CUADRADOS

3.1

Modelos matematicos de un conjunto de datos

ix
xii
xiv

23

24
25
27
28
31
35
35

39
42

42

46
51

54

58
64

66

67



3.2
3.3

3.4
35
3.6

3.7
3.8
3.9

3.1.1 Métodos de minimos cuadrados
Regresion lineal
Regresidn polinomial
3.3.1 Regresion cuadratica
Regresiones no lineales y su linealizaciéon
Ajuste de curvas con funciones sinusoidales
Interpolacién polinomial
Polinomio de interpolacion de Newton en diferencia
dividida
Ejercicio de aplicacién: Incremento de microplasticos
Ejercicios propuestos
Proyecto para grupo: Producto i6nico del agua

3.6.1

CAPITULO = 4 INTEGRACION Y DIFERENCIACION NUMERICA

4.1

4.2

43

44

4.5

4.6

CAPITULO @ 5

Solucién numérica de una integral definida

Integracion numérica: Férmula de integracién de Newton-
Cotes

4.2.1 Regla de punto medio

4.2.2 Reglade los trapecios

4.2.3 Regla Simpson 1/3

Derivacion numérica: Férmula de Taylor y diferencias finitas
divididas

Férmulas de diferenciacion de orden superior hacia

4.3.1 . .
3 adelante, hacia atras y centrada

Ejercicio de aplicacion: Calculo de consumo de energia
eléctrica en un horario nocturno

Ejercicios propuestos

Proyecto para grupo: Hidrogeometria de una corriente

SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

ORDINARIAS

51

5.2

5.3
5.4

Solucién numérica de un PVI de primer orden
5.1.1 Método Euler: Aproximacion por rectas tangentes

Métodos de Runge-Kutta

5.2.1 Férmulas de Runge-Kutta

Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
Solucién numérica de un PVF de segundo orden

68
69
73
74
77

82
87

88

92

97
106

108

109
111

112
117
121

124

127

131

135
143

145

146
148

154
155
162

170



APENDICES A

5.4.1 Método del disparo

5.4.2 Método de diferencias finitas

Ejercicio de aplicacién: Dindmica de poblacién depredador -
presa

55

5.6 Ejercicios propuestos

5.7 Proyecto para grupo: Dindmica de fluido atmosférico

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICA

Sistemas de Ecuaciones lineales: Método de la matriz inversa
Minimizacion de la suma total de los cuadrados de las desviaciones

Regla Simpson 3/8
Respuesta de los problemas con literales seleccionados

GLOSARIO DE TERMINOS

ACERCA DE LOS AUTORES

170
177

181

184
195

197

200
202

204
206

216

222



PREFACIO

El presente manuscrito es producto de varios afios de experiencia de los autores,
quienes dictan el curso de métodos numéricos aplicados a la ingenieria ambiental a
los estudiantes de la carrera en este campo y tiene como proposito presentar
pedagogica e ilustrativamente la aplicacion de las matematicas al estudio del medio
ambiente puesto que a simple vista no pareciera haber ninguna relaciéon entre
ambas. Aunque el texto puede ser utilizado por cualquier estudiante de ciencias e
ingenieria se tiene que los ejemplos desarrollados, los ejercicios propuestos y los
proyectos de grupos estan relacionados o tienen alguna afinidad con estudios de
caso que involucran el analisis de la dindmica del medio ambiente. Se asume que el
estudiante maneja las ideas basicas del calculo diferencial, integral y ecuaciones
diferenciales, asi como también, que posee conocimiento previo y nociones basicas
del manejo de la hoja de calculo Excel dado que los métodos numéricos van de la
mano con el uso de una herramienta informatica de programacion de calculo. Es de
resaltar que a pesar que existen multiples herramientas informaticas para el analisis
de los métodos numéricos, por fines didacticos y socioeconémicos se ha elegido la
hoja de calculo Excel. Desde una perspectiva didactica es una herramienta de suma
utilidad puesto que presenta una gran cantidad de informacién de forma estética y
ordenada, ademas, la misma permite analizar datos, tratar errores, calcular
promedios, ajustar las relaciones de los datos a curvas, usar distintas férmulas para
valorar las relaciones existentes entre las variables de un fenémeno y realizar
modelizaciones. Desde una perspectiva socioecondmica el software es de facil
adquisicion, es comun y no requiere de muchos recursos de un ordenador para su
implementacidn.

En cuanto a la distribucién del contenido, el libro esta dividido en 6 secciones las
cuales constan de 5 capitulos y un apéndice. Cabe resaltar que todos los graficos
fueron realizados por los autores. El capitulo 1 se titula introduccién a los métodos
numéricos, en él se exponen las definiciones basicas tales como soluciones

analiticas, soluciones numeéricas, errores y cifras significativas. Asimismo, se



introduce la utilidad de la hoja de calculo Excel como herramienta grafica y practica
para realizar calculos numéricos. Seguidamente se observa el capitulo 2 el cual tiene
por titulo raices de ecuaciones y puntos 6ptimos, aqui se exponen los métodos
cerrados y abiertos que permiten resolver numéricamente ecuaciones lineales y no
lineales con una incégnita. Cabe mencionar que en este capitulo no se muestran las
deducciones matematicas de los métodos, sino que se presentan las formulaciones
de forma directa con sus respectivas interpretaciones geométricas apoyadas de un
gran numero de figuras. Consecutivamente se desarrolla el capitulo 3 y este tiene
por nombre ajuste de curvas por minimos cuadrados, en dicho apartado se exhibe
el método de los minimos cuadrados como técnica numérica utilizada para construir
modelos matematicos predictivos a partir de un conjunto de datos. Cada modelo
ilustrado viene acompafiado de su representacion grafica. Es de resaltar que la
mayoria de los datos empleados en los ejemplos y ejercicios propuestos provienen
de fuentes confiables que manejan datos de variables ambientales. Luego se
presenta el capitulo 4 denominado integracion y diferenciaciéon numérica, en este se
ilustran las formulas de integracion de Newton-Cotes, apoyada de representaciones
graficas, para obtener el area bajo la curva representada por una integral definida.
También se vislumbran las férmulas de diferenciacién numérica producto de las
expansiones de la serie de Taylor. En los ejemplos y ejercicios propuestos se
integran diversas funciones de probabilidad que modelizan fen6menos ambientales.
Posteriormente se tiene el capitulo 5 titulado soluciones numéricas de ecuaciones
diferenciales ordinarias, aqui se presentan las férmulas de Runge-Kutta para
obtener soluciones numéricas de problemas de valores iniciales y los métodos
numeéricos para resolver problemas de valores en la frontera. En esta seccién se
afianza la importancia de los ordenadores en los calculos numéricos, ya que se
manejan cientos e inclusive miles de calculos producto de una solucién. Para
finalizar, se agrega la seccion de apéndice donde se presenta el método de la matriz
inversa y su insercion en Excel para resolver sistemas de ecuaciones con un gran
numero de ecuaciones e incdgnitas, luego la minimizaciéon de la suma total de los

cuadrados de las desviaciones para ilustrar como los minimos cuadrados permiten



encontrar los parametros de un ajuste, seguido la regla Simpson 3/8 completando
las formulas de integracion numérica y por ultimo las repuesta a los problemas con
literales seleccionados para que el lector verifique que el proceso de calculo ha sido

efectuado correctamente bajo las instrucciones dadas.



PAUTAS DE ESTUDIOS EN LA RESOLUCION
DE EJERCICIOS

En la presente obra, al culminar cada capitulo se exponen una serie de ejercicios
propuestos para poner en practica los conocimientos adquiridos. Se recomienda al
lector las siguientes pautas

Conceptualizar

Al abordar un problema se debe
pensar y comprender la situacion.
Estudie cuidadosamente cualesquiera
representaciones de la informacion

que acompafien al problema.

Identificar
MOBELD DE TEMPERATURA En cada uno de los planteamientos
reconozca las variables independientes y
D)= ACOS(%’TH 9) /\/ dependientes, representandolas como x

e y respectivamente. Posteriormente
identifique los parametros resaltando su
Y= Tenperurd (F) A = Tencperatuora Gptinea () significado y el papel que juegan en el
X = Tiewpo (Meses) L= Sonadaltied) modelado. Suelen presentarse ejercicios

i que contienen varias  variables
dependientes.

varigbles  Parfmetios

Graficar
Tiene libertad de explotar la |-
creatividad disenando | — e ¢ | o [ R

Intervalo Paticién Paso Parametros

(x-p)?/(20%)

personificando la hoja de calculo
(herramienta utilizada), se sugiere
realizar graficos para todos los
planteamientos, considerando que es

necesario definir como valores de w0 oms

entrada el intervalo de la funcién, la |z [ 155 e
cantidad de puntos, el paso (distancia -
entre los puntos) y los parametros. 8 Lolw | w

Debe prestar mucha atencién para que al insertar las funciones no olvide usar
adecuadamente los paréntesis. Asimismo, es necesario verificar que la
configuracion del separador decimal de los nimeros sea una coma o punto dado
que esto puede generarle errores y puede provocar confusion. En algunos casos
solo se necesita emplear diagramas de dispersion

%1 ‘ x2 n h Media y |De:t1.\c\onu
5 | 25 30 1.000 94 | 42

[ =i xl 0100
-t 0.000

1 -40 0.001
-30 0.001
20 0002

o|-~

0.080

O @~ [ e (=

0.060
10 0.004

00 0.008
10 0.013

0.040

e fen | fen | s




[ Método de Newton ] Algoritmo de Newton

e
fEoN

Flx) =10 —20(e~%

Xiay = X; i=0123,..,n

[Valores de entrada para la gréfica [Punto inicial] =3*EXP(-0.15*G13)-10%EXP(-0.5%G13)
[xa]x2] n | Paso xi
[

0 10| 20 | o5 | a4 |

=ABS((G14-G13)/G14)*100

F9

i =i ) | Fe) Fel/fE)|Ea%
0 4.000 0.293 0.430 0.682 |

0 | 10000 , 1 3318 | 0080 || 0678 0117 |'20556
05 | 7021
1 | 4916
15 | 3477
2 | 2541

=H13/113
=(-45/100)*EXP(-0.15*G13) +5*EXP(-0.5*G13)

e (o [ [im o

=F13+1

Ejecutar
Acorde al caso a desarrollar,

inserte el algoritmo en la hoja de
calculo Excel. Comunmente solo
se programa una fila ya que con
las opciones de arrastre
automaticamente se generan los
calculos de las iteraciones
sucesivas que se aproximan al
resultado.

La convergencia del resultado se verifica al observar que a medida que se sigue el
proceso de iteracion el error verdadero (si se conoce el valor real) o error
aproximado van disminuyendo. De presentarse un aumento en esta cantidad
verificar que la insercion de formulas en Excel esté correcta.

Finalizar
Terminar el calculo acorde a lo indicado en el
planteamiento. = Examine su respuesta

numérica. ;Satisface las expectativas de su
conceptualizacion del problema? ;Tiene
sentido? Para practicar seria util que vuelva a
revisar los ejemplos trabajados en cada
capitulo, identificando cada uno de los pasos
presentados.




EDWARD NORTON LORENZ

Edward Norton Lorenz (padre de la teoria del
caos), naci6 en West Hartford, Connecticut
(EEUU) el 23 de mayo de 1917 y muri6 el 16 de
abril de 2008 de cancer, en su casa de Cambridge
alaedad de 90 afios. Fue un meteorélogo del MIT
(Instituto de Tecnologia de Massachusetts)
pionero en el desarrollo de la teoria del caos y
quien acuii6 el término efecto mariposa en el

estudio de sistemas dinamicos. Lorentz trat6 de

explicar por qué es tan dificil obtener las
Edward Norton Lorenz. Fotografia: Percy Cayetano

previsiones meteorolégicas, dando lugar a una Acufia Vigil (Hatun Liagta)
revolucion cientifica llamada teoria del caos.

En la vispera del afio 1963, este ilustre cientifico desarrolla una investigacion sobre el
tiempo atmosférico a través de ecuaciones con ordenador y decidié repasar algunos de los
datos que habia obtenido. Mientras se hacia un café (esto es literal), el ordenador simul6 los
resultados de dos meses que en nada se parecian a los que ya tenia. Para simplificar las
operaciones y porque la impresora no aceptaba mas de tres decimales, Lorenz
decidi6 reducir de seis a tres los decimales de uno de los parametros con los que calculaba
las predicciones (por ejemplo: de 53.453765 kilometros por hora, pasé a usar 53.453
kilometros por hora). El paradigma estaba claro, una variacion minima inicial puede
producir alteraciones a corto y medio plazo. Lorenz publicd las conclusiones de su
descubrimiento en el Journal of the Atmospheric Sciences bajo el titulo «Flujo determinista
no periodico» en 1963.

Lorenz fue el salto de las leyes deterministas de Newton y la aplicacién de ecuaciones hacia
las simulaciones de hoy en dia. Estas ultimas son de gran importancia en el estudio de

multiples fendmenos que incluyen los relacionados con el clima, dindmica de poblaciones,

movimiento de planetas entre otros.



CAPITULO 1

INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS

En este capitulo se estudiaran las definiciones basicas relacionadas con

los resultados numéricos producto de la solucién numérica de un

problema de modelizacién matematica.

1.1. Soluciones analiticas vs
soluciones numéricas.

1.2. Aspectos de las
soluciones numéricas.

1.3. Manejo de resultados
numéricos.

1.4. Errores en calculo
numeéricos.

1.5. Hoja de calculo Excel en
los métodos numéricos.

1.6. Los métodos numeéricos.
en la Ingenieria Ambiental
1.7. Ejercicios propuestos.
1.8. Proyecto para grupo:

Modelo simple de disolucion.

La mariposa del caos. Segtn el programa de las naciones unidas

para el medio ambiente, uno de los problemas ambientales
existente y emergente es la vulnerabilidad humana ante el
cambio climatico. Las curvas mariposas son resultados
numeéricos del modelo de Lorenz que es ampliamente utilizado
para hacer prondsticos del tiempo, asi como como también para
estudiar la contaminacion del aire y el cambio climatico mundial.

Fotografia: Elena Soto (El Mundo).

}.}

- ~=Funcidn real
-s-Aproximacion 1
Aproximacion 2

Aproximacion 3

Aproximacion 4




Capitulo 1. Introduccidn a los Métodos Numéricos

1.1 Soluciones analiticas vs soluciones numéricas

Un problema de modelizacion matematica puede tener solucion(es) analitica (s)
(también denominada solucion exacta) o soluciéon numérica. Seguin el caso y el
sistema a estudiar ambas soluciones pueden representarse graficamente. Las
soluciones analiticas son obtenidas mediante métodos analiticos que representan
soluciones basadas en formulas matematicas, desarrolladas generalmente de forma
manual, en las que se definen variables de entrada para el calculo de una o mas
variables de salida. Mientras que los métodos numeéricos son técnicas de la
matematica que permiten expresar la solucién de un problema en forma de
numeros. Para ilustrar considere los dos problemas de valores iniciales (ecuacién

diferencial con condiciones iniciales) que se ilustran en la Fig. 1.1.

d 2 dy L
d—z:2+P cony(1) =0 a:esml con y(0) =1
Solucién analitica o exacta: _ 2 .
Escrita de forma explicita y(x) =2x - = Solucién exacta: — y(x) =277

|

2
—2x—2
6 y(x) = 2x p 8.000

4 03 1300 6.000

2 09 2231 | o 4000

2.000
5 3 18 4463
21 5257

2 24 5.968 0.000
27 6558

Solucién
numérica
aproximada

FIGURA 1.1. Solucién analitica y solucion numérica de dos PVL

El primero es la ecuacién diferencial y’(x) = 2 + 2/x? con la condicién inicial
y(1) =0, si se emplean métodos analiticos como por ejemplo el método de
separacion de variables combinado con los métodos y técnicas de integracion se
obtiene la solucidn analitica al problema que vienen dado por y(x) = 2x — 2/x.

Utilizando las herramientas del calculo diferencial o las de un graficador se puede



Capitulo 1. Introduccidn a los Métodos Numéricos

obtener la representacion grafica. El segundo es la ecuaciéon diferencial y'(x) =
e$"* con la condicién inicial y(0) = 1, en este caso a pesar de que se puede separar
variables* no se puede integrar la ecuacién respecto a la variable independiente x
para asi obtener una soluciéon en términos de las funciones elementales. Sin
embargo, al emplear métodos numéricos pueden obtenerse resultados numéricos
aproximados representados en forma tabular de valores de y para ciertos valores
de x con su respectiva grafica. Por lo tanto, se concluye que los métodos numéricos,
buscan ndmeros, mientras que los métodos analiticos buscan féormulas
matematicas, es decir, informacién cuantitativa sobre el comportamiento de un
sistema. Sin embargo, tanto los métodos numéricos como los analiticos comparten

un punto inicial fundamental: la necesidad de plantear en forma matematica un

problema.

1.2 Aspectos de las soluciones numeéricas

Al aplicar técnicas numéricas para buscar la solucién de un problema de
modelizacion matematicas se debe considerar lo siguiente:

e Los resultados numéricos obtenidos son resultados aproximados. Los
numeros comunmente son racionales e irracionales.

e Los resultados numéricos se obtienen empleando algoritmos (Conjunto
ordenado de operaciones sistematicas que permiten hacer un calculo y hallar
la solucién de un tipo de problema).

e Eldesarrollo de los calculos implica realizar iteraciones (repetir un proceso
con el objetivo de acercarse a un resultado).

e Debido a la naturaleza aproximada de los resultados, los mismos vienen

acompafados de errores.

Como se apreciara en el desarrollo del libro, en diversos calculos numéricos se

emplearan una gama de algoritmos que al aplicarlos involucran multiples calculos
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iterativos que proporcionan una gran cantidad de numeros. Es por ello que los
ordenadores y las herramientas informaticas juegan un papel muy importante al
momento de construir soluciones numéricas.

En la actualidad existen diversos lenguajes de programacion disefiados para
construir soluciones numéricas de un problema de modelizacién, para fines
didacticos en este libro se utilizara la herramienta informatica hoja de calculo
Excel. Es de resaltar que los métodos numéricos son herramientas muy poderosas
para la soluciéon de problemas. Estos son capaces de manipular sistemas de
ecuaciones grandes, manejar no linealidades y resolver geometrias complicadas
comunes en la practica de la ingenieria y a menudo imposibles de resolver en forma

analitica. Por lo tanto, la habilidad de resolver problemas para quien lo estudia.

1.3 Manejo de resultados numéricos

Lo que sigue es presentar algunos conceptos basicos referentes a la representaciéon
aproximada de resultados numéricos. Dado que a la hora de realizar un calculo es
importante certificar que los nimeros que intervienen en el calculo se pueden
utilizar con confianza. En primer lugar, se introduce el concepto de cifras
significativas, que designa formalmente la confianza de un valor numérico y son
aquellas que pueden utilizarse con confianza. En segundo lugar, se suman los
conceptos de exactitud y precisiéon. La exactitud mide la proximidad entre los
valores calculados y los valores exactos, mientras que la precisién hace referencia

a la proximidad entre los valores calculados (Esquerro, 2021). En tercer lugar, se

tiene que ciertas cantidades tales como m, e, @ o /5 representan cantidades
especificas, sin embargo, no se pueden expresar exactamente como un numero finito
de digitos porque tienen infinitos decimales; es decir que al escribirla manualmente
o al ser retenidas por calculadoras solo se toma un numero finito de cifras
significativas omitiendo el resto de ellas. Asipues, se introduce el concepto de error
de redondeo como la omision del resto de cifras significativas. La Fig. 1.2 muestra

el nimero m en un calculador redondeado a ciertos numeros de cifras significativas.
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A pesar de que hasta la fecha se han encontrado 62 831 853 071 796 de digitos, la

calculadora solo muestra 10.

jassn=—}
SOLAR CALCULATOR

T 3.14 - 3 cifras significativa
3141592654

3.142 - 4 cifras significativa
3.1416 — 5 cifras significativa

3.14159 — 5 cifras significativa

b
N
e
u
<

[

3.141593 - 6 cifras significativa

20
e
106
-
w
s
™
IS
~
z
ang
o
i
S0
o
o

El nimero de color rojo estimado (redondeado)

FIGURA 1.2. Redondeo y cifras significativas del nimero 7 . Imagen de la calculadora tomada de Pixabay.

1.4 Errores en calculo numeéricos

Los errores numéricos surgen del uso de aproximaciones para representar
operaciones y cantidades matematicas exactas. Primeramente, se tiene el error de
redondeo, mencionado en la seccién anterior como aquel que se produce cuando se
usan numeros que tienen un limite de cifras significativas para representar nimeros
exactos. Seguidamente, se tienen los errores de truncamiento que son producto
del empleo de aproximaciones como un procedimiento matematico exacto (Chapra
y Canale, 2007). Para ambos tipos de errores, la relacion entre el resultado exacto o

verdadero y el resultado aproximado esta dada por:

Valor verdadero = Valor aproximado + error (1.1)

Ahora bien, al reordenar se desprende que el error numérico es igual a la diferencia

entre el valor verdadero y el valor aproximado, esto es:

E; = Valor verdadero — Valor aproximado (1.2)
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donde E; se usa para denotar el valor exacto del error. El subindice t indica que se
trata del error “verdadero” (en inglés true).

La definicion de error verdadero dada en la Ec. 1.2 tiene dos desventajas. La primera
es que no toma en consideracion el orden de la magnitud del valor que se estima.
Por ejemplo, un error de un milimetro es mucho mas significativo si se esta
midiendo un tornillo en lugar de un edificio. Es por ello que para tomar en cuenta
las magnitudes de las cantidades que se evalian se debe normalizar el error

respecto al valor verdadero, esto es:

Error verdadero

Error relativo fraccional verdadero =
Valor verdadero

(1.3)

Valor verdadero — Valor aproximado
St =

Valor verdadero

donde &; (en valor absoluto) es una cantidad comprendida entre 0 y 1. En muchos
casos es conveniente expresar este error en porcentajes (%) por lo que al

multiplicarlo por 100% resulta:

Valor verdadero — Valor aproximado 100% 14
Epoyy = '
% Valor verdadero ’ -

siendo &0, el error relativo porcentual verdadero. Dado que los errores relativos y
porcentuales son mas significativos que los errores verdaderos y aparte de ello
proporcionan una bondad mas realista del resultado numérico, estos son los que se
van a considerar a lo largo del texto. Ahora retornando a las desventajas de la
definicion de error verdadero (dada en la Ec. 1.2), se tiene de segundo lugar que el
calculo requiere del conocimiento del valor verdadero. Asimismo, esta desventaja
también se presenta en las definiciones de error relativo y porcentual mostrada en
la Ec. 1.3 y en la Ec.1.4 respectivamente. Este valor solo se conocera cuando se
tengan funciones que se resuelven analiticamente tal como se observa en el ejemplo

de la Fig. 1.1. En efecto, Al no disponer de un resultado analitico, una opcién es



Capitulo 1. Introduccidn a los Métodos Numéricos

normalizar el error usando la mejor estimacion posible al valor verdadero; es decir,

para la aproximacién misma, como en la siguiente expresion:

Error verdadero

fa = Valor verdadero — Valor aproximado (1.5)

donde el subindice a significa que el error esta normalizado a un valor aproximado.
Cabe resaltar que unos de los grandes desafios que enfrentan los métodos
numéricos es el de calcular estimaciones del error cuando no se dispone del
conocimiento de los valores verdaderos (Chapra y Canale, 2007). Por ejemplo,
diversos métodos numéricos que se presentaran en el desarrollo de este libro usan
calculos iterativos para determinar los resultados. En tales calculos se hace una
aproximacion teniendo en cuenta el resultado anterior. Este proceso se efectia
varias veces, con el objetivo de obtener mejores aproximaciones o la convergencia
de los resultados. En tales casos el error se estima como la diferencia entre la

aproximacion previa y la actual. Por lo tanto, el error relativo porcentual esta dado

por:

Aproximacion actual — Aproximacién anterior
€a% = - — 100% (1.6)
Aproximacion actual

siendo €49, €l error aproximado relativo porcentual. Notese que &40, puede ser una
cantidad positiva o negativa. Usualmente, cuando se realizan calculos no importa
mucho el signo del error, sino que su valor absoluto porcentual sea menor que una
tolerancia porcentual prefijada &g, Esta ultima recibe el nombre de criterio de
paro indicando que un calculo iterativo culmina cuando |g4¢,| < &;. Por tultimo, se
considera que los resultados numéricos presentados en este libro (inclusive sus

errores) por simplicidad se presentaran con 3 y 4 cifras significativas.
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Ejemplo 1.1 Errores en una aproximacion

Frecuentemente en matematicas las funciones se representan mediante series infinitas.
Por ejemplo, la funcién e* se calcula usando:

x*> x® x° x™

ef=l4x+rtogtotot—
Asi cuantos mas términos se le adicionen a la serie la aproximacion sera cada vez mas una
mejor estimacioén del valor verdadero de e*. La expansion de la funcién e* se conoce
como expansion en serie de Maclaurin. Teniendo en cuenta lo anterior aproxime e
utilizando series de Maclaurin hasta que |g40,] < 1.5. También proceda a calcular |&;q;|
considerando como valor real e%> = 1.648721.

0.

Paso I: Problema matematico. Aproximar e®® empleando

- x? x3 x° x"
er = +x+5+§+§+'“+m

Paso II: Realizar cada una de las aproximaciones.

En la primera estimacion, tomar el primer término de la serie y para el calculo del error

verdadero utilice la Ec. 1.4.

05 %1 con |ew| = LOA8721 — 11 5006 = 40%
= 6! = |7 1.648721 0T

e

Notese que el resultado coincide con el valor real en una cifra significativa. No se calcula
el error aproximado porque no se tiene una cantidad previa con la cual se pueda

comparar.

En la segunda aproximacion, tomar dos términos de la serie (reemplace en la serie el

valor x = 0.5) y para el calculo del error aproximado porcentual utilice la Ec. 1.6
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(164872115
| = | 1.648721

15— 1| 100% = 33.3%
15 0 — . 0

| 100% = 9.0%
e’ ~14+05=15 con

el = |

El valor de &, disminuye considerablemente. Asi que se procede a calcular |4, | porque
ya se cuenta con una aproximacion previa. El resultado coincide con una cifra significativa

y con una segunda cifra proxima a la del valor real.

En la tercera aproximacion, tomar tres términos de la serie:

1.648721 — 1.625

(0.5)° 2t | 1.648721
0.5 — .
e ~14+05+ = 1.625 con 1.625 — 1.5
7| 100% = 7.69%

lZas| = | 1.625

| 100% = 1.44%

El valor de &, ¥ €49, disminuye considerablemente. El resultado coincide con dos cifras

significativas.
En la cuarta aproximacidn, tomar cuatro términos de la serie:

1.648721 — 1.646

0.5)2 (0.5)3 l&cop] = | |100% =0.175%
e®5S ~14+05+ u + u ~ 1.646 con 1.648721
a0 leass| = |1'646 — 1'625| 100% = 1.265%
Ean! = 1.646 0= 1.40970

El calculo termina dado que |e40,| = 1.265% < 1.5%. El resultado coincide con tres cifras

significativas.

De los resultados se puede concluir que:
e Los errores de truncamiento estan presentes dado que se emplea la aproximacion
de la serie de Maclaurin para aproximar el valor exacto de la funcion e* en x = 0.5.
e Los errores de redondeo se comienzan a presentar a partir de la cuarta iteracion

puesto que el resultado se muestra con cuatro cifras significativas. Los resultados
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de los errores presentan error de redondeo puesto que se ha utilizado un niimero

finito para el valor de e®> = 1.648721.

Comunmente los errores numéricos deben presentarse con la misma cantidad de
cifras significativas que los resultados numéricos de las aproximaciones.

A medida que se suman términos de la serie el valor aproximado se acerca al valor
real. Los resultados comienzan a coincidir con mas cifras significativas. Por lo

tanto, los errores numéricos disminuyen y el resultado numérico converge al valor

exacto.

incrementan términos de la serie el resultado converge al valor real.

Paso III: Representacion grafica. La Fig. 1.3 muestra en una hoja de calculo Excel los
resultados numéricos de la aproximacion del valor de e* para x = 5. No solo se observa
el valor para un punto, sino para 11 de ellos en el intervalo [0.1]. Notese que se presentan

los errores porcentuales para cada valor. La grafica muestra como a medida que se

B = D E F G H J K L M N 0 P
Serie de Maclaurin para e* 3.000
. I R e L 2500
‘ —”“TWW"*H—ZW uncién vl
& 1500 Lorden
1000 2 orden
Intervalo Particion Paso 3 orden
x_1 x_2 n h o500 » sorden
0 1 10 0.1 0.000
0 0.2 04 0.6 0.8
x
. . )= Cantidad Aproximada (Polinomio) .
i =i (v:‘i’ol real) | Orden1 | Orden 2 [Orden 3] Orden Errores % verdadero Errores % aproximados
0 0 1.000 L.000 1.000 | 1L.000 | 1.000 | 0.000 [0.000| 0.000 |0.000| 0.000 0.000 0.000
1 0.1 1,105 Looo L1100 | 1105 | 1105 | 9.516 |0.468| 0.015 |0.000| 9.091 0452 0.015
2 0.2 1.221 L.ooo 1,200 | 1.220 | 1.221 | 18127 [ 1.752| 0.115 |0.006| 16.667 | 1.639 0.109
3 0.3 1.350 L.ooo 1300 | 1.345 | 1.350 | 25918 | 3.694 | 0.360 | 0.027| 23.077 | 3.346 0.333
4 0.4 1.492 L.ooo 1,400 | 1.480 | 1491 | 32968 | 6.155| 0.793 |0.078| 28571 | 5405 0.716
5 0.5 1.649 1.000 1.500 1.625 1.646 | 39.347 | 9.020 | 1.439 |0.175| 33.333 7.692 1.266
3 0.6 1.822 L.000 1600 | 1.780 | 1.816 | 45119 [12190] 2,312 |0.336| 37.500 | 10112 | 1.982
7 0.7 2.014 Looo L1700 | 1.945 | 2.002 | 50.341 [15580| 3.414 |0.575| 41.176 | 12596 | 2.855
8 0.8 2.226 L.ooo 1.800 | 2120 | 2.205 | 55.067 [19.121] 4742 |0.908| 44444 | 15.094 | 3.869
9 0.9 2.460 L.ooo 1900 | 2.305 | 2427 | 59.343 [22.752| 6.286 | 1.346| 47.368 | 17.570 | 5.007
10 1 2.718 L.ooo 2,000 | 2500 | 2.667 [ 63.212 |26.424| 8.030 [1.899] 50.000 | 20.000 | 6.250

de calculo Excel.

FIGURA 1.3. Aproximacion de e* por una serie de Maclaurin

. La tabla de datos y el grafico se realizo con la hoja
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1.5 Hoja de calculo Excel en los métodos numéricos

Microsoft Excel es una aplicacion distribuida por Microsoft office para hojas de
calculo. Estas ultimas son un tipo especial de software para matematicas que
permite al usuario ingresar y realizar calculos en renglones y columnas de datos
(Matriz). Excel cuenta con varios recursos numéricos interconstruidos como
resoluciéon de ecuaciones, ajuste de curvas y optimizacion. También permite hacer
calculos de operaciones con matrices y tiene programada funciones especiales como
por ejemplo la distribuciéon normal. Alin mas, tiene varias herramientas para la
visualizaciéon como diagramas y graficas bidimensionales, que son un valioso
complemento para el andlisis numérico. Otro aspecto importante de la hoja de
calculo Excel es ser un software de facil acceso y que ademas no requiere de muchos
recursos de un computador para su ejecucion.

Desde una perspectiva pedagdgica sirve como recurso favorable y 6ptimo, permite
no solo resolver un problema sino analizarlo, variar sus parametros y comparar los
resultados obtenidos, lo cual es de suma importancia en el proceso de ensefianza
debido a que asi se evita el aprendizaje memoristico o por repeticién y a su vez se
estimula el aprendizaje reflexivo, al hacer que el estudiante ponga en marcha los
procesos basicos del pensamiento y pueda de esta manera afianzar sus
conocimientos, desarrollando habilidades que le permitan no solo llegar a la
solucion del problema sino reflexionar acerca de las posibles soluciones asi como de
los resultados que se obtendrian en condiciones diferentes. A manera de ilustrar las
potencialidades de Excel, se presenta la insercién de la funcién cuadratica, siendo la

misma de gran importancia en ciencias e ingenieria.

Ejemplo 1.2 Grafica de la funcién cuadratica en Excel

La funcién cuadratica

f(x)=ax?>+bx+c con a#0
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matematicamente viene dada por un polinomio de grado 2 y su representacién grafica
corresponde a una parabola. El coeficiente a controla la concavidad de la parabola, es
decir sia < 0 la parabola abre hacia abajo (cdncava hacia abajo) pero si a > 0la parabola
abre hacia arriba (céncava hacia arriba). El coeficiente ¢ controla la altura de la parabola;
mas especificamente, es la altura de la parabola donde se intercepta al ejey. Los
coeficientes b y a controlan conjuntamente la ubicacion del eje de simetria de la parabola.
Este eje pasa por un punto Illamado vértice que tiene como localizaciéon
[—b/2a, f(—b/2a)]. Por ultimo, los valores de los tres coeficientes a, b y ¢ determinan si

la paradbola corta con el eje x, es decir sus raices, mediante la formula:

—b + Vb2 —4ac
x = a cona+ 0

donde si el discriminante D = b? — 4ac > 0 la parabola corta en dos puntos sobre el eje
x (dos raices), si D = 0 corta en un solo punto sobre el eje x y si D < 0 no corta en ningun
punto sobre el eje x. A partir de esta informacidn elabore una hoja de calculo Excel donde
al ingresar los valores de los coeficientes se observen todas estas propiedades de la
parabola con su respectiva grafica. Esta dltima defina arbitrariamente un intervalo
cerrado [x, x,], siendo la distancia entre los valores adyacentes de x equivalente a h =

(x4 — x3)/n, con n el nimero de puntos a considerar.

- I
A B C D E F G H J
;
: FUNCION CUADRATICA: f(x) =ax’+bx+c ; x= b VD ~dac > f (— i)]
3 : ' 2a ' 2a’ 2a
4
5 Coeficientes Intervalo Particién Paso
6 a b c Xy X3 n h
7
8
g Corte con el eje x
10 L Sitiene No tiene
1 Discriminante 2 Raices reales D>0 1 Raiz D=0 2 Raices complejas D<0
12 i | i
13
14 Vértice
- Corte con ejey Concavidad
15 X ¥
16
17
18 Tabla de Valores
19 i X ¥
20
21
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FIGURA 1.4. Diseiio particular de una hoja de cilculo Excel para el estudio de la parabola.

Paso I: Disefio de la hoja de calculo. La Fig. 1.4 muestra un disefio particular en una hoja
de calculo Excel para efectuar el estudio de la parabola. Los valores de entrada
corresponden a los coeficientes, el intervalo y el nimero de puntos. El resto corresponde
a valores de salida que se obtienen con la insercién de férmulas.

Paso II: Insercién de férmulas. La Fig. 1.5 muestra todas las férmulas que deben ser
insertadas en cada una de las celdas que proporcionan los valores de salida. En el caso de
las raices y la concavidad las mismas deben colocarse con sentencias ldgicas por el uso
de desigualdades. Cada una de las formulas presentadas tienen que ser insertadas en la

parte superior de la hoja de calculo que corresponde a la barra de formulas.

MR F
4 & | B ‘ c | o | e | F | & | H | 0 [
U]
o2 ; - A —b+ Vb7 %ac b )
b~ [FUNCION CUADRATICA: f()=ax’ thxtc; x=——5 —— i V|-5.f|-5
~ 32 o
[N
N, 5] Eﬂ Coeficientes Intervalo Particién Paso
-‘H" i ‘{" a b [ Xy Xz n h
SRE ) 2 4 2 2 30 —-(F7-E7)/G7
B el 7
E’ 9 | B Corte conel gjex
5 10] I - Sitiene No tiene
- 1| I— —_— o 2 Raicesreales D>0 | 1 Raiz D=0 2 Raices complejas D<0
E} 12| = 1 | Il 1 1 | i | I I i
= = =SI(B12<0;(-C7-RAIZ(ABS(B12))/(2*B7));"")
& 5 | A [0 =SI(B12<0;(-C7+RAIZ(ABS(B12))/(2*B7));"")
& [l | i I L ISsiB12=0;(-C7/(2'B7));"™)
@ =D7 ! ¥
! =C7/(2'B7) =SI(B7>0;"Hacia arriba";"Hacia abajo")
=B7*C16"2+C7*C16+D7
=SI(B12>0;(-C7-RAIZ(B12))/(2*B7);""

FIGURA 1.5. Insercion de formulas en la hoja de calculo Excel.

Paso III: Hacer la tabla de valores para realizar la grafica. La Fig.1.6 muestra los valores
de salida que definen la caracteristica de la parabola producto de la insercion de formulas
en el paso anterior. La consistencia de los resultados puede verificarse con la grafica.
Asimismo, la Fig. 1.6 muestra las formulas que deben insertarse para realizar la grafica.
Notese que solo deben insertarse valores en las dos primeras filas y luego solo se usa la

opcion de arrastre de Excel.
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Paso IV: Seleccionar los valores de la tabla y emplear la opcidn de insertar grafico en
Excel. La Fig. 1.7 muestra el disefio de la hoja de calculo en Excel para el andlisis de la
parabola. Nétese que la configuracién permite variar los coeficientes y ajustar el dominio
ilustrando de forma visual el comportamiento numérico y grafico de la solucion. Los
puntos resaltados en el grafico son consistentes con los valores obtenidos consolidando

asi la veracidad del disefio.

W e
A B T D E F G H ]
4
5 Coeficientes Intervalo Particién Paso
6 a b c Xy X3 n h
7 2 2 -4 -2 2 30 0.133
8
g Corte con el eje x
10 T P Sitiene No tiene
iscriminante
11 2 Raices reales D>0 1 Raiz D=0 2 Raices complejas D<0
12 36 1 -2 i i
13
14 Vértice
Corte conejey Concavidad
15 X v
16 -4 -0.5 -4.5 Hacia arriba
17
18 Tabla de Valores
19 < i % ¥i
20 -t —=$B$7*C20"2+$C$7*C20+$D$7
21 | 1
=E7
=B20+1 =C20+$H$7
FIGURA 1.6. Insercién de férmulas para realizar tabla de datos de valores de graficas en Excel.
A B C D E F G H I J K L M N 0 P
1
f FUNCION CUADRATICA: f(x) = ax® +bx+c ; X=W By ‘%'f(‘%)l | B
= 8
4
5 Coeficientes Intervalo Particién Paso 6
6 a b | c X X3 n h 4
7 2 | 2 | 4 2 | 2 30 0.133 " 2 A
8
9 Corte con el eje x N il
10 Si tiene No tiene 3 2 1 2 1 2 3
1 2 Raices reales D>0 | 1 Raiz D=0 2 Raices complejas D<0 ! i
12 36 1 2 | T | | =
13 -6 z
14 Vértice
15 Coxta can eey x I v c
16 -4 05 | 45 | Haciaarriba
17
18 Tabla de Valores
19 i X Y
20 0 -2 0
21| 1 -1.867 -0.764 1
49 | 29 | 1867 | 6702 |
50 | 30 [ 2000 [ 8000 |

FIGURA 1.7. Diseiio en hoja de calculo Excel para el estudio de la parabola.
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Por ultimo, se destaca que el propdsito del ejemplo desarrollado, ademas de mostrar la
utilidad y el potencial de Excel, es observar que la realizacion de graficas es fundamental
para el desarrollo de problemas de andlisis numéricos y su entendimiento. Muchos
problemas parten de un grafico y es vital que el lector pueda aprender la forma adecuada
de usar Excel para realizar los mismos. Es por ello que la seccién dedicada a ejercicios
propuestos esta direccionada a la elaboracidn de graficos. Los pasos para realizarlo son

similares a los presentados anteriormente.

1.6 Los métodos numeéricos en la Ingenieria Ambiental

En primera instancia pareciera no haber alguna afinidad entre la matematica y el
medio ambiente. Los conceptos de calculo numérico no se encuentran de forma
explicita en palabras claves como “ambiente, naturaleza, cuidado y preservacion”
sin embargo, por medio de la ensefianza de esta disciplina los estudiantes pueden
reflexionar acerca de los multiples problemas ambientales que tienen origen en
agentes fisicoquimicos como la radiacion, el sonido, el calor y los fenémenos de
transporte de materia y energia. Dada la complejidad de dichos agentes, la
matematica contribuye en la busqueda de un modelo que los describa y asi mismo
facilite su estudio. En este contexto, diversas situaciones en ingenieria ambiental
pueden escribirse en términos de un modelo matematico, por ejemplo:

e Disefo de sistemas de tratamiento de residuos para cumplir con estandares
de calidad del agua a bajo costo.

e Planeacién de obras para el abastecimiento de agua como presas que
permitan disminuir dafios por inundacién mientras se obtiene la maxima
potencia hidraulica.

e Analisis de datos climaticos para generar modelos predictivos del cambio
climatico y asi obtener resultados que permitan evaluar sus impactos de los

resultados evaluar sus impactos.
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e (alculo de acumulacidn de contaminantes y transporte de los mismos a lo
largo de caudales y de la atmdsfera.
e Modelos para dinamicas de poblacion de especies sometidas a sus
interacciones con otras y con el medio ambiente.
Es asi como los métodos numéricos les permiten a los estudiantes conocer la
aplicacion de las matematicas en el cuidado y proteccion del medio ambiente. Por
consiguiente y en vispera de lograr e incentivar el objetivo anterior durante el
desarrollo del libro, se observara que todos los ejemplos resueltos y propuestos
estan relacionados o tienen alguna afinidad con problemas de modelizaciéon de
interés en el campo de la ingenieria ambiental. Para finalizar, cabe resaltar que los
métodos numéricos son un medio para reforzar la comprension de las matematicas
ya que una de sus funciones es convertir las matematicas superiores en operaciones
aritméticas basicas y de esta manera profundizar en los temas que de otro modo
resultarian complejos. Esta perspectiva dard como resultado un aumento de su

capacidad de comprension y entendimiento en la materia.

| 1.7 | Ejercicios propuestos

Observacion:
= Resolver cada uno de los ejercicios planteados haciendo uso de la hoja de calculo
Excel.
= Alrealizar cada grafico se debe presentar la opcion de ajustar el intervalo, el nimero

de puntos y el incremento. Tomar como minimo 50 puntos.

1.- Aproximar mediante una serie de Maclaurin el valor de cosx en el intervalo [0, /4]
para un total de 10 puntos espaciados a la misma hasta que |g4q,| < 0.01. Posteriormente
calcular || considerando como valor real el de la funcién coseno dada por Excel para cada
uno de los puntos del intervalo. Por ultimo, graficar la funcién y en el mismo plano
cartesiano graficar las aproximaciones para poder apreciar la convergencia de las misma a
la funcién real.

Nota: La funcion coseno en términos de serie de Maclaurin viene dada por:
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x2  x* X210
cosx = 1—E+E—E+---+(2n)!

2.- Aproximar mediante una serie de Maclaurin el valor de tan™!x en el intervalo [0, /6]
para un total de 10 puntos espaciados a la misma hasta que |g,4q,| < 0.5. Posteriormente
calcular |&4,| considerando como valor real el de la funcién arcotangente dada por Excel
para cada uno de los puntos del intervalo. Por tltimo, graficar la funcién y en el mismo plano
cartesiano graficar las aproximaciones para poder apreciar la convergencia de las misma a
la funcioén real.

Nota: La funcién arcotangente en términos de serie de Maclaurin viene dada por:

. . x3 N x4- x7 N N X2n+1
an ‘x=x——+———+ -
3 5 7 2n+1

3.- Diversos problemas de la ingenieria ambiental (inclusive de casi todos los campos de la
ciencias e ingenieria) desde crecimientos poblacionales, incrementos de C, en la atmosfera
y de residuos de una comunidad hasta consumos de energia, entre otros, tienen una

tendencia lineal entre la relacion de sus variables. La linea recta es la grafica de la funcién

y(x)=ax+b

El coeficiente a es la pendiente o
inclinacién de la recta y b determina el
corte de la recta con el eje vertical y. En
otras de sus caracteristicas se tiene que
a > 0 la pendiente es positiva (creciente)
y a<0 la pendiente es negativa
(decreciente) y el corte con el eje
x =—b/a.
a) Graficar la linea recta. Dados a y b
indicar los cortes con los ejes y el

crecimiento de la grafica.
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b) Analizar los efectos de los valores
de ay b sobre la grafica.
c) Investigar algunos modelos de problemas de ingenieria ambiental que se ajustan a

una funcién lineal.

4.- La curva logistica es ampliamente utilizada en la ingenieria ambiental para estudiar las
dindmicas de poblaciones bajo el efecto de capacidad de persistencia (limite superior que
las condiciones medioambientales imponen al tamafio de poblaciones y comunidades)

(Mihelcic y Zimmerman, 2012). La curva logistica es la grafica de la siguiente funcion

L
1+ bekx

y(x) =
siendo y = el nimero de individuos, x =
tiempo, L = la capacidad limite o de
soporte, k =tasa de crecimiento o
pendiente de la curva y b = constante.

a) Graficar la curva logistica a partir
de x = 0.

b) Analizar los efectos de los valores
de L,k y b sobre la grafica.

c) Indicar que sucede con el nimero

de individuos para un tiempo largo.

5.- En la ingenieria ambiental las reacciones enzimaticas (cinética enzimatica) se utilizan
mucho para caracterizar reacciones mediadas biolégicamente. Un modelo para reacciones

enzimaticas viene dado por:

kax3

K+ x3

y(x) =

siendo y = tasa inicial de reaccién, x = concentracién del sustrato y las constantes k y K.
a) Graficar el modelo a partir de x > 0.

b) Analizar los efectos de los valores de k y K sobre la grafica.
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c) Indicar que sucede con la tasa de reaccién para valores elevados de concentracion.

d) Investigar sobre los procesos enzimaticos en el medio ambiente.

6.- Las funciones trigonométricas son ampliamente utilizadas para estudiar fenémenos que
se repiten de forma periddica como por ejemplo precipitaciones, cambios de temperatura,
vibraciones entre otros. Un modelo ampliamente utilizado para las temperaturas maximas
y minimas anuales de ciertas regiones viene dado por la curva sinusoide del grafico de la

siguiente funcion:

2n
T

y(x)=A+Csin( x+q0)

siendo y = la temperatura, x = tiempo,
A = valor medio (establece la altura
promedio sobre las abscisas), € = altura
de oscilacion, T = Periodo y ¢ =
corrimiento de fase (parametriza en que
extension de la sinusoide estd corrida
horizontalmente).
a) Graficar la curva sinusoidal a partir
de x > 0.
b) Analizar los efectos de los valores
de A,C,T y ¢ sobre la grafica.
c) Indicar que determina los puntos

optimos de la funcion.

7.- En la modelizacién superficial de la calidad del agua una variable de gran interés es la
demanda bioquimica de oxigeno (medida indirecta de la cantidad de materia organica
biodegradable presente en el agua). En este sentido se tiene que un modelo parala demanda
bioquimica de oxigeno remanente (DBO) y un modelo para la demanda bioquimica de

oxigeno ejercida (DBO¢) vienen dada por (Pazmifio, 2020):

DBO = Loe™™* ; DBO.(x) = Lo(1 — e ¥)
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respectivamente. Siendo x =tiempo transcurrido en la reaccidn, Ly = es la demanda
bioquimica de oxigeno ultima o final y k = constante que define la tasa a la que se produce
la reaccion de oxidacion.

a) Graficar en un mismo plano DBO y DBO; a partir de x = 0.

b) Analizar los efectos de los valores de Ly y k sobre las gréaficas.

c) Indicar que sucede con la DBO y DBO, para tiempos elevados desde la reaccién.

d) Profundizar sobre DBO y DBO; en el estudio de la modelizaciéon superficial de la

calidad del agua.

8.- Al realizar estudios estadisticos de variables ambiéntales cominmente aparece la

funcion de distribuciéon normal o distribucion de Gauss:

1

o~ G-/ (20%)
\V2mo

f&) =

siendo f(x) =la densidad de probabilidad, x = variable aleatoria, 4 = la media aritmética,
o = la desviacién tipica y 62 =es la varianza. La grafica de la funcién es una curva en forma
de campana, donde el valor de u controla la ubicacién del eje de simetria y o controla la
altura y anchura de la misma.

a) Graficar la curva de campanaen x; < x < x,.

b) Analizar los efectos de los valores de i y o sobre la grafica.

c) Indicar el punto 6ptimo.

d) Indicar que sucede con la funcién para valores grandes de x tanto negativos como

positivos.
e) Investigar algunos modelos de problemas de ingenieria ambiental que se ajustan a la

distribucién normal.

9.- Como parte de un estudio de abastecimiento de agua para cierta comunidad se disefia un
tanque cilindrico de longitud L, radio R. El tanque esta totalmente lleno de agua, se dispone
horizontalmente y en el fondo tiene un orificio circular de diametro ¢. Se abre el orificio y
comienza a salir agua por el mismo tal y como muestra la Fig.1.8. El nivel de agua h como

funcién del tiempo x viene dado por:
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319gk?p* ) L [1024R3
h(X) = 2R — Wx en 0<x< Xy, CON Xy = k(PZ gg

siendo k = un parametro relacionado con la geometria del orificio, para un orificio circular

k = 0.6,y x,, = el tiempo que le toma al tanque vaciarse.

t=0 t>0

47144.' |.7L4.|

h(t)

]
-
@

FIGURA 1.8. Volumen y nivel de agua de un tanque cilindrico.

a) Graficar h(x) en el intervalo [0, x, ]

b) Analizar los efectos de los valores de L, k, R y ¢ sobre el nivel del agua.

¢) Indicar en una celda el tiempo de vaciado.

10.- Usted como ingeniero ambiental esta proponiendo un programa de manejo de recursos
hidricos. Parte del proyecto consiste en el disefio de un tanque cilindrico para almacenar

agua de un poblado pequefio en un pais en desarrollo como muestra la Fig.1.8. El volumen

de liquido que puede contener viene dado por

R—nh
V(h) = Lcos™?! (T) R?—(R—h)yv2Rh—h? en 0 <h < 2R

a) Graficar V(h) en el intervalo [0,2R]
b) Analizar los efectos de los valores de R sobre el volumen de agua.

c) Indicar que porcentajes de volumen de agua queda cuando el nivel de agua toma los

valores de 2R,3R/2,R,R/2y 0.
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| 1.8 | Proyecto para grupo: Modelo simple de disolucion.

Los problemas de dilucion juegan un papel importante en el estudio de la modelizacion de
la calidad de agua y aire puesto que permiten estudiar la tasa de acumulacion de
contaminantes. La Fig. 1.9 muestra un sistema que consiste en un tanque que inicialmente
en t =0 tiene un volumen V, de agua (solvente) y una cantidad de sustancia disuelta
(soluto), como por ejemplo cloro, A,. Paraunt > 0 se abren las valvulas y entra agua bien
mezclada (cloro) al tanque con una velocidad v; y concentracién c;, posteriormente por la
otra valvula sale agua bien mezclada del tanque con una velocidad v,. La cantidad A(t), de

cloro, que se va acumulando en el tanque a lo largo del tiempo viene dado por:

A(t) = Clvlt ar AO si Uy, = 0
A(t) = A(t) = C1V0 aF (AO - C]_VO)e_Vt/VO si vl = 172
A() = c1[Vo + (01 — v)t] + (Ag — c1Vo)[1 — (vy — v,/ V) t]"2/ @2 sivy # v,

la acumulacion esta condicionada con la relacion de las velocidades de entrada y salida del

liquido del tanque. Para este modelo

::_C t=20 :__ic t>0
iL - 1L vl
1

A(t) | =

) )

2

FIGURA 1.9. Escenario de disolucion. Imagen tomada de simulaciones interativas PHET.

a) Graficar A(t) parat = 0. El disefio de la hoja debe permitir ajustar los parametros.

b) Analizar los efectos de los valores de ¢y, v;, v,, Vi y A, sobre la acumulacion del
cloro dentro del tanque.

c) Estudiar el comportamiento de A(t) para periodos largos de tiempo en las tres
condiciones dadas. ;Qué concluye de cada uno de los resultados?

d) Investigar los distintos tipos de escenarios para los que puede emplearse el modelo

de acumulacién de contaminantes en ciertos espacios contenidos con fluidos.



CAPITULO 2
RAICES DE ECUACIONES Y PUNTOS OPTIMOS

En este capitulo se estudiaran las técnicas numéricas que permiten
encontrar las raices o ceros de una funcién y los puntos éptimos,

aquellos donde la funcién se maximiza o minimiza.

A

2.1. Solucion numérica de

ecuaciones de una variable.

2.2. Método grafico.

2.3. Métodos cerrados.

2.4. Métodos abiertos.

2.5. Puntos optimos. 4

2.6. Valores maximos y

minimos.

2.7. Ejercicio de aplicacion: R0 {

Calculo de niveles de Los niveles de oxigeno en la corriente de un rio son

oxigeno vitales para ciertas especies de pesca deportiva como
la trucha y el salmén. En la seccién 2.7 se presentara

2.8. E]erc1c1os propueStOS- un modelo matematico empleado en ingenieria

2.9 Proyecto para grupo: El ambiental que evidencia como el calculo de raices y
puntos optimos permite estimar los niveles de oxigeno

pH del agua.
en distancias aguas abajo en la corriente de un rio.
Fotografia: Pescador deportivo (Agua).

[ f(x)
f'x)=0 e Méximo global
f(x) <0~ % aximo 1

Maximo local
1
+
\Ra[z Tsim /‘.\ _
X ~eo—

TS f@) =0 \./ 5
1
Miimo ® +~ f(x) =0 : Minimo local

f(X) -0 Minimo global

Raices de una funcion y puntos éptimos.
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2.1 Solucion numérica de ecuaciones de una variable

Sea una funcién f(x) y su grafica como muestra la Fig.2.1. Los puntos x tal que
f(x) =0 se les conoce como raices. Calcular las raices de una funciéon f(x) se
resume a encontrar la soluciéon de una ecuacion f(x) = 0, es por ello que a las raices

se les conoce como los ceros de una ecuacién (Chapra y Canale, 2007).

f(x)

<
v
=

fx) =0

FIGURA 2.1. Raices de una funcion.

Acorde a la estructura de la funcién las raices pueden ser obtenidas con métodos

directos, obteniéndose soluciones exactas, por ejemplo, para una funcién cuadratica

_ .2 —b +Vb? — 4ac
f(x):‘(l)x +bx+C, si x = — a cona # 0. (2.1)

Siendo a,b y c los coeficientes. No obstante, existen muchas funciones donde
calcular la raiz no es trivial y en algunos casos obtener una solucién por métodos
algebraicos es imposible. Por ejemplo, las funciones trascendentes tan simples

como:

fX)=e*—x, f(x)=xIn(x+1)—1y f(x)=-sin10x + cos 3x.

Para estos casos se debe apelar a técnicas de aproximacién numeéricas.
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2.2 Método grafico

El método grafico consiste en la observacién directa para aproximar una raiz
visualizando la grafica. Para la construcciéon de la misma se emplean graficadores,
sino se dispone de uno se pueden bosquejar haciendo uso de las herramientas del

calculo diferencial o construyendo simplemente una tabla de datos.

Ejemplo 2.1 Temperatura en la ciudad de Miami

La temperatura es uno de los elementos del clima que permite determinar el tiempo
atmosférico en una region. En la ciudad de Miami la temperatura (en grados Fahrenheit)

anual viene dada por la siguiente modelo:

T(t) = 83.70 + 7.465in(0.4912¢t — 1.95) con 1<t < 12

cont = 1 correspondiente al mes de enero (Larson y Edwards, 2010). ;Para qué valor de
t la temperatura alcanza el valor de 77.5°F? y partiendo del valor de t sefiale ;a qué mes

y semana corresponde?

Sugerencia: Tome en cuenta que la parte entera representa el mes y la parte decimal la

semana.

Paso I: Problema matematico. Dado

T(t) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912¢ — 1.95).

Haciendo x = t y reemplazar T = 77.5 se tiene

77.5 = 83.70 + 7.46 sin(0.4912x — 1.95)
0 = 83.70 + 7.465in(0.4912x — 1.95) — 77.5
f(x) = 6.2 + 7.465in(0.4912x — 1.95)

el problema se reduce a determinar el valor de x tal que f(x) = 0.
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Paso II: Hacer la grafica construyendo una tabla de datos o empleando un graficador

A B C D E F G H | ] K
2
3 Grafica de la funcién Intervalo Puntos Paso
= F(x) = 6.2 + 7.46 5in(0.4912t — 1.95) xl 2 n b
5 1 12 11 1
6
7
8 Tabla de valores 16.000
? L = y=Ix) 14,000
10 1 1 -1.213
11 2 2 0.056 12.000
12 3 3 2779 10.000
13 4 4 6310 2.000
14 5 5 9.816
15 6 6 12.466 6.000 Raiz aproximada
16 7 7 13.635 4.000 20
17 8 8 13.045 2.000 l
18 9 9 10.837 0.000
19 10 10 7.533 0’/; 3 6 8 10 12
20 11 11 3.913 2000 X
21 12 12 0.834

2]

FIGURA 2.2. Aplicacién de una hoja de calculo para graficar la funcién f(x) = 6.2 + 7.46 sin(0.4912x — 1.95).

La tabla de datos y el grafico se realizé con la hoja de calculo Excel

La Fig. 2.2, muestrala tabla de datos y la grafica de la funcién mediante una hoja de calculo
en Excel. Por observacion directa del grafico el valor estimado de x tal que
f(x) = 0 corresponde a x = 2.0. Ahora bien, con el objetivo de cuantificar el error
verdadero en la aproximacion, se tiene que al emplear métodos algebraicos en la

siguiente ecuacidn:

6.2 + 7.46sin(0.4912x — 1.95) =0

resolviendo para x se desprende:

1
e T B —
x—0.4912[sm < 7.46)+1'95] 1.973.

Asi el error relativo % es:

1.973 - 2.0

E0=—1 0=1. 0.
o | 1.973 |00/° 37%

Esto que significa que aproximadamente al inicio de la primera semana del mes de

febrero x = t = 2.0 con una incertidumbre de 1.37%, la temperatura alcanza un valor de
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T = 77.5 °F. Cabe destacar que este tipo de ejemplo con solucién para x exacta permite
comparar la exactitud y precisiéon del método numérico utilizado.

Por ultimo, se resalta que el estudio de temperatura es de gran importancia en el campo
de la ingenieria ambiental debido a que esta magnitud determina la distribuciéon de las
especies actuando sobre sus ciclos de vida, sus actividades de supervivencia, de

reproduccién y desarrollo. Por ende, si ella varia todo lo anterior se vera afectado.

2.3 Meétodos cerrados

Dada una funcidén f(x) real y continua en el intervalo [x;, x| . Si f(x;) y f(x,) tienen
signos opuestos, esto es, f(x;)f(x;) < 0 entonces hay al menos una raiz real
entre x; y x; tal y como muestra la Fig.2.3. En efecto los métodos cerrados (que
toman un valor inferior x; y un valor superior x; que acoten a la raiz x,-) aprovechan

esta caracteristica localizando un intervalo en el que la funcién cambie de signo.

f) f()
flxs) >0

fx;) >0 !
,,,,, L fe)=0

1 T > X X

Xj Xr Xg
,,,,,,,,,,,,,,, f

flxg) <0

FIGURA 2.3. El método cerrado: cambio de signo al evaluarla en los extremos.

Entonces, la localizacion del cambio de signo (y en consecuencia el de la raiz) se
logra con mas exactitud al dividir el intervalo en varios subintervalos. Luego de un
proceso de iteracidn la aproximacion a la raiz mejora cada vez mas en la medida que
los subintervalos se dividen en intervalos cada vez mas pequeiios. Cabe destacar que

de no cumplirse el cambio de signo de la funcién en ambos lados de la raiz no se
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recomienda aplicar el método cerrado. A continuacién, se presentan un par de

meétodos cerrados de gran utilidad en calculos numéricos de raices.

2.3.1 Método de biseccion

El método de biseccion consiste en encerrar a la raiz x,. entre un intervalo [x;, x,]. El
intervalo siempre se divide a la mitad y mediante un proceso de iteracion el punto
de divisiéon del intervalo x, se aproxima al valor de la raiz tal como muestra la

Fig.2.4.

f(x)
] Xt xg
==

Xr

Valor numérico anterior aproximado
'y

Valor real de la raiz
A

! Valor numeérico nuevo aproximado
_—

> X

FIGURA 2.4. Aproximacién de la raiz por el método de biseccion.

El algoritmo para determinar la raiz por el método de biseccion se describe a

continuacién:
1. Elegir limites inferior x; y limite superior x;.
2. Proceso de iteracion:

_Xitxs o o fO)f(xe) <0 xs = xq

o= S r ) f) > 0 (2.2)

Il
o
Q
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3. Error aproximado y criterio de paro:

yxhuevo _ anterior
a a 0
—evo 100% < €. (2.3)
a

Ejemplo 2.2 Temperatura en la ciudad de Miami

Emplear el método de biseccién para determinar el valor de t tal que T = 77.5°F del
ejemplo 2.1 hasta que el error aproximado sea menor que el criterio de terminacién

€ = 0.5%.

Paso I: Problema matematico. Del ejemplo anterior se desprende que el problema se

resume a encontrar la raiz de:

f(x) = 6.2 + 7.465in(0.4912x — 1.95).

Observacion: Recuerde que la raiz real es 1.973.

Paso II: Los puntos que acoten a la raiz. Acorde al grafico de la Fig. 2.2 se toman como

valores inicialesa x; =1y x; =3

Paso III: Proceso de iteracion empleando el algoritmo de biseccion

Primera iteracion. Tomados x; = 1y x; = 3

Raiz aproximada Funcién evaluada en x; y x,
Xt f(x) = f(1) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(1) — 1.95]
Ya =7 =-1213
1+3
C2 f(xy) = f(2) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(2) — 1.95]
Xg =2 = 0.056
fx)f(xg) = f(2)f(3) = —0.069 < 0
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Error relativo %

1.973 - 2.0

0 = 0
1973 |100A) 1.37%.

E%=|

Segunda iteracion. Dado que f(x;)f(x;) <0, x; =1yxs =x, =2

Raiz aproximada Funcidn evaluada en x; y x,

o = 1t2 F(x) = f(1) = 6.2 + 7.465in[0.4912(1) — 1.95]

=-1.213

f(xz) = f(1.5) = 6.2 + 7.465in[0.4912(1.5) — 1.95]
= —0.788

Flx)f(xg) = f(1)f(1.5) = 0.956 > 0

Error relativo % Error aproximado %

1.5-2
1.5

1973 — 1.5
| 100% = 33.33% €0 = |

% = | 1.973

| 100% = 23.97%

Tercera iteracion. Dado que f(x;)f(x;) > 0,x; =x, =15y x;, =2

Raiz aproximada Funcion evaluada en x; y x,,

. = 1.5+ 2 f(x;) = f(1.5) = 6.2 4+ 7.465in[0.4912(1.5) — 1.95]
x, = 1.75

f(xg) = f(1.75) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(1.5) — 1.95]
= —0.416
fx)f(xy) = FAF(1.75) = 0.328 > 0

Error relativo % Error aproximado %
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1.973 - 1.75

5 | 1.75—-15
% 1.973

100% = 14.299
1.75 | & &

|1oo% = 11.30% €q = |

Para simplificar, se tiene que procediendo de manera similar los resultados corresponden

a los mostrados en la siguiente figura

A B C D E [ G H J K
1
2 Raiz de la funcion Algoritmo de Biseccion
3 f(x)=62+746sin(0.4912x — 1.95)
. X, = X; T X5 si f(xi)f(xa) <0 2 Xf T Xy
5 Valor verdadero [ 1973 2 flx))f(xg) =0 ,x, = x,
6 Valores iniciales
7 Xi 1 XS | 3
8
g Procedimiento numérico del método de Biseccidn
10 i % XS xa fi(x i) f{x_a) fi{x_i)f(x_a) E_% E_a%
1 1 1 3 2 -1.213 0.056 -0.069 1.368
12 2 1.000 2.000 1.500 -1.213 -0.768 0.956 23.974 33.333
13 3 1.500 2.000 1.750 -0.788 -0.416 0.328 11.303 14.286
14 4 1.750 2.000 1.875 -0.416 -0.192 0.080 4,967 6.667
15 5 1.875 2.000 1.938 -0.192 -0.071 0.014 1.799 3.226
16 6 1.938 2.000 1.969 -0.071 -0.008 0.001 0.215 1.587
17 7 1.969 2.000 1.984 -0.008 0.024 0.000 0.577 0.787
18 8 1.969 1.984 1.977 -0.008 0.008 0.000 0.181 0.395
19
20 x=t 1.977 Raiz aproximada con E_a<0.5% |
21 £(x) 0.008
22 T(6) 77.508

FIGURA 2.5. Aplicacién de una hoja de calculo para encontrar la raiz de la funcién f(x) = 6.2 + 7.46 sin(0.4912x —

1.95) por el método de biseccidon. La tabla se realizé con la hoja de calculo Excel.

La Fig. 2.5 muestra un formato de la hoja de calculo Excel para desarrollar el algoritmo
de biseccion. De acuerdo con la tabla presentada se tiene que a 8 iteraciones €49, esta por
debajo de €, = 0.5%, y el calculo puede terminar. Los resultados muestran que
aproximadamente en la ultima semana del mes de enero x =t = 1.977 con una

incertidumbre de 0.181% asi la temperatura alcanza un valor de T = 77.5 °F.

2.3.2 Método de falsa posicion

El método de falsa posicidn consiste en aproximar la raiz de una funcién mediante
el punto de corte de una recta con el eje x que pasa por los puntos (xl-,f(xi)) y
(xs,f(xs)) tal y como se muestra en el grafico del lado izquierdo de la Fig.2.6. El

hecho de que se aproxime el punto de corte de la curva con el eje x con el punto de
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corte obtenido por la recta da una “falsa posicion” de la raiz; de aqui el nombre del
meétodo. Notese en el grafico del lado derecho de Fig. 2.6 que al efectuar un proceso
de iteracion se generan rectas cuyos puntos de corte con el eje x se aproximan hacia

el valor real de la raiz de la funcion f(x).

f(x) f)

(i, f(x))

Raiz aproximada
1

(xsr}(xs)) flxg) <0 f(xs) <0

FIGURA 2.6. Aproximacién de la raiz por el método de falsa posicion.

El algoritmo para determinar la raiz por el método de falsa posicion se describe a

continuacién:
1. Elegir limites inferior x; y limite superior x;.
2. Proceso de iteracion:

_ S x) L f)f () <O Lx =2
e R AN () 1 I BT C)

3. Error aproximado y criterio de paro (dado en la Ec. 2.3):

nuevo __ ..anterior

xa a
0
_ 2 100% < €.

xa
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El valor de x, calculado en la Ec. 2.4, reemplazara después a cualquiera de los dos
valores iniciales, x; 0 x5, y da un valor de la funcién con el mismo signo de f(x,). De

esta manera, los valores x; o x; siempre encierran la verdadera raiz.

Ejemplo 2.3 | Temperatura en la ciudad de Miami

Realizar el ejemplo 2.2 empleando el método de falsa posicién.

Paso I: Hacer un bosquejo de la funcién empleando un graficador, aplicando calculo o

construyendo una tabla de datos. La grafica se aprecia en la Fig. 2.2.

Paso II: Indicar los puntos que acoten a la raiz. Acorde el grafico de la Fig. 2.2 se toman

como valores iniciales a x; = 1y x; = 3. Recuerde que la raiz real es 1.973.
Paso III: Proceso de iteraciéon empleando el algoritmo de falsa posicion.
Primera iteracion. Tomados x; = 1y xg; = 3

Funcién evaluada en x; , y x; Raiz aproximada

f(x) = f(1) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(1) — 1.95] ) = x)
=1 T T ) — £ )
. (277901 -3)
f(xs) = f(3) = 6.2 + 7.465in[0.4912(3) — 1.95] =TT 213-2779
= 2779 x, = 1.608
Funcién evaluada en x,- Condicional
f(xa) = £(1.608) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(1.608) — 1.95] FG)f (x) = F(F(1.608)
= 70640 =0.777 > 0

Error Relativo %

1.973 — 1.608

100% = 18.51
1.973 00% 85

%=
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Funcién evaluada en x; , y x,

Segunda iteracion. Dado que f(x;)f(x,) > 0,x; =x, =1.608 y x;, =3

Raiz aproximada

= —0.640

= 2.779

Funcion evaluada en x,-

f(xs) = f(3) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(3) — 1.95]

F(x;) = f(1.608) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.608) — 1.95]

FO) (= %)

T () - fxs)
. (2.779)(1.608 — 3)
T —1.640 — 2.779
x, = 1.868
Condicional

= —0.204

f(x,) = f(1.868) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.868) — 1.95]

=0.131>0

Error relativo %

1973 - 1.608
% 1.973

de la siguiente imagen

100% = 5.30%

Error aproximado %

_|L608 1868
€a = 1.608 °
= 13.95%

Siguiendo el proceso iterativo los resultados corresponden a los presentados en la tabla

A B C D E F G H I J K
1
2 Raiz de la funcién Algoritmo de Falsa Posicion
3 f(x) =62+ 7.46sin(0.4912x — 1.95)
4 X = %s _f(xs)(xa ) si FOf() <0 ,x; =2,
5 Valor verdadero | 1973 Fo) = flx) FOf () >0 % = X
6 Valores iniciales
7 xi | 1 | xS | 3
8
9 Procedimiento numérico del método de Falsa Posicién
10 i X i XS f(x i) f(x_s) X a f(x_a) fxf(xa) E% E a%
11 1 1.000 3.000 -1.213 2.779 1.608 -0.640 0.777 18.509
12 2 1.608 3.000 -0.640 2.779 1.868 -0.204 0.131 5299 | 13.949
13 3 1.868 3.000 -0.204 2.779 1.946 -0.054 0.011 1.378 3.976
14 4 1.946 3.000 -0.054 2.779 1.966 -0.014 0.001 0.360 1.021
15 5 1.966 3.000 -0.014 2.779 1.971 -0.003 0.000 0.106 0.254
16
17 x=t 1.971 Raiz aproximada con E_a<0.5%
18 fix) -0.003
19 T(t) 77497

FIGURA 2.7. Aplicacion de una hoja de calculo para encontrar la raiz de la funcién f(x)=6.2+

7.46sin(0.4912x — 1.95) por el método de falsa posicion. La tabla se realiz6 con la hoja de calculo Excel.

fGxf (xg) = £(1.608)f(1.868)
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La Fig. 2.7 muestra un formato de la hoja de calculo Excel para desarrollar el algoritmo
de falsa posicidn. De acuerdo con la tabla de la Fig.2.7 se tiene que a 5 iteraciones €0,
esta por debajo de €, = 0.5%. Conforme a los resultados se tiene que aproximadamente
en la tltima semana del mes de enero t = 1.971 con una incertidumbre de 0.083% asi la
temperatura alcanza un valor de T = 77.5 °F. Observe como el error decrece mucho mas
rapidamente en el método de la falsa posicién que en el de biseccién. En efecto, el método
de falsa posicion presenta un esquema mas eficiente en cuanto a la localizacion de las

raices.

2.4 Métodos abiertos

Los métodos abiertos parten de uno o dos valores iniciales que no necesariamente
encierran a la raiz para aproximar el valor de x tal que f(x) = 0. Al comparar, los
métodos cerrados garantizan la convergencia cuando al evaluar f(x) en el intervalo
cambien de signo mientras que los métodos abiertos en algunos casos divergen
alejandose de laraiz verdadera a medida que avanza el calculo. No obstante, cuando
los métodos abiertos convergen, lo hacen mucho mas rapido que los métodos

cerrados.

2.4.1 Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson consiste en aproximar la raiz de una funcién
mediante el punto de corte de una recta con el eje x que pasa por el punto (x;, f (x;))
tangente de la curva definida por f(x) tal como muestra en el grafico del lado
izquierdo de la Fig.2.8. El punto x; es el valor inicial de la raiz y el punto de corte x;, 4
es el valor aproximado a la raiz.

El grafico del lado derecho de la Fig. 2.8. muestra que, al converger el método
(mediante un proceso de iteracién) se generan rectas tangentes cuyos puntos de
corte con el eje x se aproximan hacia el valor real de la raiz. El algoritmo para

determinar la raiz por el método de Newton-Raphson se describe a continuacion:
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1. Elegir un punto inicial x;.

2. Proceso de iteracidn:

f(x)
Xip1 = X; — si f'(x;) #0. (2.5)
i+1 2 f (xi) i
3. Error aproximado y criterio de paro:
Xip1 — X;
L| 100% < €. (2.6)
Xi+1
fx) fx)
4 ) Recta tangente 'y
Pendiente= f'(xI? (th(xl))
sy || cmmm e (o, F ()

_Puntoinicial
Y

> X /r X
>
/r ‘?:\xi Xy X3 lxsxq

Xit1:
1% Raiz aproximada

FIGURA 2.8. Aproximacién de una raiz por el método de Newton-Raphson

La presencia de f'(x;) (derivada de la funcién f(x) evaluada en el punto x;) en la

Ec.2.5 corresponde a la pendiente de la recta tangente que corta en el punto

(xi' f(xl))

Ejemplo 2.4 | Temperatura en la ciudad de Miami

Realizar el ejemplo 2.2 empleando el método de Newton-Raphson.

Paso I: Hacer un bosquejo de la funcién empleando un graficador, aplicando calculo o

construyendo una tabla de datos. La grafica se aprecia en la Fig. 2.2.
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Paso II: Elegir un valor inicial x; = x, = 1.5.

Recuerde que la raiz real es 1.973

Funcién y derivada evaluada en x, = 1.5

Paso III: Calcular f'(x) empleando las reglas de derivacion

F(x) = 6.2 + 7.465in(0.4912x — 1.95) = f'(x) = 3.6644 cos(0.4912x — 1.95)

Paso IV: Proceso de iteracién empleando el algoritmo de Newton-Raphson empezando

con el valor inicial de x5 = 1.5. Asi pues, partiendodei = 0

Raiz aproximada

Seguidamente parai =1, x; = 2.114

Funcién y derivada evaluada en x; = 2.114

f(xo) = f(15) = 6.2 + 7.465in[0.4912(1.5) = 1.95] |~ _ f(x0)
= —0.788 T f(xo)
- (—0.788)
X1 =15 —————
f'(xo) = f(1.5) = 3.644 c0s[0.4912(1.5) — 1.95] ! 1.283
= 1.283 =2.114
Error relativo Error aproximado
1.973 - 2.114 2114 — 15
— o — 0 — —
Ey, 1973 100% = 7.193% €a = | 114 | 100% = 29.059%

Raiz aproximada

= 0.304

F'(x,) = f(2.114) = 3.644 c0s[0.4912(2.114) — 1.95]
= 2.245

Error relativo %

f(x,) = f(2.114) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(2.114) — 1.95]

f(x)
X141 = X1 — F(x)
1
0.304
Xy = 2.114 — m
= 1.979

Error aproximado %
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OB 1979 - 2.114| oo
% = 1.973 0 = USsT% €a = 1.979 °
= 6.841%

En resumen, se tiene que siguiendo el algoritmo los resultados corresponden a los

presentando en la tabla de la siguiente imagen

A B C D E F G H

1
Raiz dela funcidn Algoritmo de Newton -
2 Raphson
f(x) =062+ 7.46sin(0.4912x — 1.95) )
P

; f(x) = 7.46(0.4912) cos(0.4912t — 1.95) X4l = Xi _sz_)
4 i=012-n
5
6 Valores inicial Valor verdadero
7 xi 15 xv | 1973
8
9 Procedimiento numérico del método de Newton - Raphson
10 i x i fi(x_i) f(x i) i)/ (2 i), E % E_a%
11 0 1.500 -0.788 1.283 -0.614 23.956
12 1 2,114 0.304 2.245 0.135 7.193 29.059
13 2 1.979 0.013 2.048 0.006 0.329 6.841
14 3 1.973 0.000 2.038 0.000 0.001 0.328
15
16 x=t 1.973 Raiz aproximada con E_a<0.5%
17 f(x) 0.000
18 T(t) 77.500

19

FIGURA 2.9. Aplicacion de una hoja de cilculo para encontrar la raiz de la funcién f(x)=6.2+

7.46sin(0.4912x — 1.95) por el método de Newton-Raphson. La tabla se realizo6 con la hoja de calculo Excel.

La Fig. 2.9 muestra un formato de la hoja de calculo Excel para desarrollar el algoritmo
de Newton-Raphson. De acuerdo con la tabla de la Fig.2.9 se tiene que a 3 iteraciones €,
estd por debajo de €;=0.5%. Conforme a los resultados se observa que
aproximadamente en la ultima semana del mes de enero t=1.973 con una
incertidumbre de 0.001% asi la temperatura alcanza un valor de T = 77.5°F. Puede
apreciarse que el método de Newton-Raphson es de convergencia rapida comparado con

los métodos cerrados.
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2.4.2 Método de la Secante

El método de la secante consiste en aproximar la raiz de una funcién extrapolando

una recta secante que corta al eje x y pasa por los (xi,f(xl-)) y (xi_l,f(xl-_l)) tal y

como se muestra en el grafico del lado izquierdo de la Fig.2.10. El método requiere

de dos valores iniciales x;_; y x; (que no necesariamente acoten a la raiz). Sin

embargo, no se necesita que f(x) cambie de signo entre los valores dados. El corte

de la secante x;,4 con el eje x proporciona la raiz aproximada.

f(x)
1 Recta secante
S
f(xl) ____________ /(xl'f(xl))
(xx—lvf(xx—l‘)) 1
fGig)| ---ammm-- p i
HL N
T X
_____./xfr : xé7x1i
Xit1w.
~ Raiz aproximada

f)

(xavf(xu))

Figura 2.10. Aproximacién de la raiz por el método de la Secante.

En el grafico del lado derecho de la Fig. 2.10 se muestra que al converger el método

(mediante un proceso de iteraciéon) se generan rectas secantes cuyos puntos de

corte con el eje x se aproximan hacia el valor real de la raiz. El algoritmo para

determinar la raiz por el método de la secante se describe a continuacion:

1. Elegir dos puntos iniciales x;_; y x;.

2. Proceso de iteracion:

Xit1 = X —

fO)(xig — xp)
i) = flx)

2.7)
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3. Error aproximado y criterio de paro (dado en la Ec. (2.6)):

u| 100% < e,

Xit+1

Ejemplo 2.5 Temperatura en la ciudad de Miami

Realizar el ejemplo 2.2 empleando el método de la secante

Paso I: Hacer un bosquejo de la funcién empleando un graficador, aplicando calculo o

construyendo una tabla de datos. La grafica se aprecia en la Fig. 2.2.

Paso II: Elegir dos valores iniciales x_; =3y x, = 4

Paso IlII: Proceso de iteracion empleando el algoritmo de la secante. Recuerde que la raiz

real es 1.973.

Primera iteracion. Tomando los valores iniciales x_; =4y x, = 3.

Funciéon evaluadaenx_; =3y x, =4 Raiz aproximada
fley) = f(4) =62 +746sin[04912(4) —=1.95] | ~ _ f(xo)(x—1 = xp)
= 6.310 OO sy — f(xo)
2.779 (4 — 3)
Xy =3 ———
F(xo) = f(3) = 6.2 + 7.465in[0.4912(3) — 1.95] ' 6.310 —2.779
=2.779 =2.213

Error relativo

_ 1973 —2.213

Eo, = 100% = 12.1939
% 1.973 % %

Segunda iteracién x, = 3y x; = 2.213
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Funcién evaluada en xq = 3y x; = 2.213 Raiz aproximada
f(x0) = f(3) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(3) — 1.95] o f ) (xo — x1)
=2.779 T flxe) — f(x)
5513 0532 (3 —2.113)
Xy = 2. -
f(x) = f(2.213) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(2.213) — 1.95] 2 2.279 — 0.532
= (0.532 = 2.027
Error relativo % Error aproximado %
1973 — 2.027 2.027 — 2.213
o = |———— 0, = 2. 0 - @ 0,
Ey, 1973 100% = 2.743% € 027 100%
= 9.198%
Tercera iteracién x; = 2.213y x, = 2.027
Funcién evaluada en x; = 2.213y x, = 2.027 Raiz aproximada
f(x,)) = f(2.213) = 6.2 + 7.46 5in[0.4912(2.213) — 1.95] Fe) (g — %3)
— X =Xo — V<
= 0532 LT ) — f)
x5 = 2.027
£(xy) = £(2.027) = g.f;; 7.465in[0.4912(2.027) — 1.95] 0112 (2.113 — 2.027)
o 0.532 — 0.112
x3 = 1.977
Error relativo % Error aproximado %
1973 - 1977 1977 — 2.027
o — | % = 0. 9 = 0,
Ey, 1973 100% = 0.212% €4 1977 100%
= 2.526%
Al seguir el algoritmo se obtienen los resultados que se muestran en la tabla de la Fig.2.11
donde se aplica una hoja de calculo Excel para desarrollar el método de la secante. Notese
que a 4 iteraciones €, esta por debajo de €; = 0.5%. En efecto, los resultados muestran
que aproximadamente en la uUltima semana del mes de enero t = 1.977 con una
incertidumbre de 0.004% asfi la temperatura alcanza un valor de T = 77.5°F.
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A B C D E F G H | J
1
5 Raiz de la funcién Algoritmo de la secante
3 f(x) = 6.2+ 7.465in(0.4912x — 1.95) Flxd(xy —x;)
Kiwy =y — il T
T fe) — f()
4
5 Valor verdadero ‘ 1.973 i=012-",n
6 Valores iniciales
7 xi1 3 x| 4
8
9 Procedimiento numérico del método de la secante
10 i xi-1 x1i fl=_i-1) f(=_i) X i+1 E_% E_a%
11 0 4.000 3.000 6.310 2779 2213 12,193
12 1 3.000 2.213 2779 0.532 2.027 2.743 9.198
13 2 2.213 2.027 0.532 0.112 1.977 0.212 2.526
14 3 2.027 1.977 0.112 0.009 1973 0.004 0.208
15
16 x=t 1.977 Raiz aproximada con E_a<0.5%
17 f(x) 0.009
18] () 77.509
FIGURA 2.11. Aplicacion de una hoja de cilculo para encontrar la raiz de la funcion f(x)=6.2 +
7.46sin(0.4912x — 1.95) por el método de la secante. La tabla se realizé con la hoja de calculo Excel
Al comparar los métodos abiertos y cerrados se tiene que los primeros son de
convergencia rapida.

2.5 Puntos optimos

El punto 6ptimo es aquel donde la curva es plana. En el lenguaje del calculo
corresponde al valor de x tal que la derivada de f(x) sea igual a cero, es decir la
pendiente de la recta tangente a la curva es nula como se muestra en la Fig. 2.12.
La localizacion de puntos 6ptimos y de raices estan relacionadas en el sentido de

que ambas involucran valores iniciales y la busqueda de un punto en una funcién.

2.6 Valores maximos y minimos

Los valores maximos y minimos son aquellos donde la funcion f(x) es dptima, la
diferencia es que en los puntos maximos corresponde a valores de x tal que la

segunda derivada f''(x) < 0 y en los puntos minimos los valores de x tal que
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f"(x) > 0. La optimizacidon en una sola variable tiene como objetivo encontrar el
valor de x que da un extremo, ya sea un maximo o un minimo de f(x) tal como se
muestra en el grafico del lado izquierdo de la Fig. 2.13. Existen dos tipos de valores
optimos los cuales corresponden a los 6ptimos globales y a los 6ptimos locales (ver

grafico del lado derecho de la Fig. 2.13).

f(x)
f’(x‘) =0

F)=0

FIGURA 2.12. Puntos éptimos y raiz de una funcion.

fx) fx)
fx)=0 Maximo global
. — + g Mdximo 1
ffx) <0 4
Maximo local
1
4
\Rafz 'Raiz . /\ _ .
s f@)=0 \/ -
1
Minimo &~ f (x) =0 : Minimo local
f(x) -0 Minimo global

FIGURA 2.13. Raices y puntos éptimos.

Asi como en la localizacién de las raices, los problemas de optimizacion
unidimensional se pueden dividir en métodos cerrados y métodos abiertos. No

obstante, algunos métodos de optimizacion tratan de encontrar un punto éptimo
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resolviendo el problema de hallar la raiz: f'(x) = g(x) = 0 tal y como se aprecia en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6 Temperatura maxima en la ciudad de Miami

Del ejemplo 2.1, en la ciudad de Miami la temperatura (en grados Fahrenheit) anual viene

dada por el siguiente modelo:

T(t) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912¢t — 1.95) con 1<t < 12
cont = 1 correspondiente al mes de enero (Larson y Edwards, 2010). A partir de la raiz
de f'(x) = g(x) = 0 conel método de Newton-Raphson con un criterio de paro de €; =

0.5%, calcule la temperatura maxima alcanzada e indique en que mes y semana se

presenta.

Sugerencia: Tome en cuenta que para t la parte entera representa el mes y la parte

decimal la semana.

Paso I: Problema matematico. Dado:

T(t) = 83.70 + 7.46 5in(0.4912¢t — 1.95) .

haciendoT = fy x =t setiene que f y su primera derivada vienen dada por:

f(x) =83.70 + 7.46sin(0.4912x — 1.95) = f'(x) = g(x) = 3.6644 co0s(0.4912x — 1.95)

El problema se resume a encontrar el valor de x tal que g(x) = 0 para luego evaluar ese

valor en la funcion f(x).

Paso II: Hacer la grafica construyendo una tabla de datos y empleando un graficador. La
Fig.2.14 muestra que la localizacién de la raiz de g(x) corresponde al valor de x que

optimiza (maximiza) la funcién f(x). Ahora bien, con el objetivo de cuantificar el error
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verdadero en la aproximacién se tiene que al emplear métodos algebraicos en la siguiente

ecuacion
A B C D E F G H | J K L
2
3 Graficas de las funciones Intervalo Puntos Paso
4 f(x) = 83.70 + 7.46 5in(0.4912t — 1.95) x1 X2 n h
5 f'(x) = g(x) = 3.6644 cos(0.4912t — 1.95 1 12 11 1
6
7
8 Tabla de valores 100.000 .~ Extremo de f(x)
9 ] x| yef) [F9-g®) S
10 1 1 76.287 0.410 80.000 I
1
11 2 2 77.556 2.079 60.000 X
12 3 3 80.279 3.256 :
13 4 4 83.810 3.664 > 40.000 )
14 5 5 87.316 3.205 Ratz de o :
15 6 6 89.966 1.989 20.000 az egi-x)\‘.
16 7 7 91.135 0.302 0.000 | —sm—a—s—t—a_s %
17 8 8 90.545 -1.457 2 4 6 3 10 12
18 9 9 88.337 -2.870 -20.000 X
19 10 10 85.033 -3.605
20 il 11 81.413 -3.488 .
——f(x) ——f(x)=gx)
21] 12 12 78.334 2546

FIGURA 2.14. Grafica de la funcion f(x) = 83.70 + 7.46sin(0.4912x — 1.95) y g(x) = 3.6644 cos(0.4912x —

1.95). Las graficas se realizaron con la hoja de calculo Excel.

3.6644 cos(0.4912x —1.95) =0

resolviendo para x se desprende:

x = m(g +1.95) = 7.168.

El problema tiene solucidn exacta al igual que el ejemplo 2.1. El propdsito es mostrar la
exactitud y precision del método numérico presentado al compararlo con el valor
obtenidos anteriormente. Sin embargo, como se ha venido mencionando obtener (en

algunos problemas) un resultado exacto no es trivial o simplemente no tiene.

Paso III: Emplear el algoritmo de Newton-Raphson con x, = 6. Al seguir el algoritmo de
manera similar que el ejemplo 2.4. se obtienen resultados que son mostrados en la tabla
de la Fig.2.15 donde se ha empleado una hoja de calculo Excel. Se observa que a 3

iteraciones €, esta por debajo de €; = 0.5%. El valor que optimiza a la funcién f(x) es




2.6.1
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x = 7.168y al evaluar en la funcidn resulta que f(7.168) = 91.160. Por consiguiente, se

concluye que al evaluar t = 7.168 en la ecuacion

A B C D E F G H |
1
Raiz de la funcién Algoritmo de Newton-

2 Raphson

g(x) = 3.6644 c0s(0.4912x — 1.95) ot = i g(x;)
5 g'(x) = —1.8000 sin(0.4912x — 1.95) RERE
4 i=012-.n
5 Valor inicial Valor verdadero
6 xi | 6 | xv | 7168
7
8 | | Procedimiento numeérico del método de Newton-Raphson
9 Iteraciones xi g(x i) g'(xi) E[x_i] Je’ (= i) E % E_a%
10 0 6.000 1.989 -1.512 -1.315 16.292
11 1 7.315 -0.265 -1.795 0.148 2.058 17.979
12 2 7.167 0.000 -1.800 0.000 0.004 2.061
13 3 7.168 0.000 -1.800 0.000 0.000 0.004
14
15 x=t 7.168 Raiz aproximada con E_a<0.5%
16 f(x) 0.000
17 T opt 91.160
18

FIGURA 2.15. Aplicacion de una hoja de calculo para encontrar la raiz de la funcion
g(x) =3.6644c0s(0.4912x — 1.95) por el método de Newton-Raphson. La tabla se realizé con la hoja de

calculo Excel.

T(7.168) = 83.70 + 7.46 5in[0.4912(7.168) — 1.95] = 91.160°F

la temperatura alcanza su valor maximo de T(7.168) = 91.160°F. El valor de t = 7.168
con una incertidumbre de ~10711% (no ilustrado en la tabla dado que se han reflejado
s6lo 4 cifras significativas) corresponde a la primera semana del mes de julio. La

desventaja de aplicar este método radica en que las derivadas en algunos casos se

complican o no se pueden obtener analiticamente.

Busqueda de la seccion dorada

El método de busqueda de la seccion dorada es un método cerrado que se basa en

tres puntos iniciales: dos considerados los extremos de un intervalo x; y x; y el
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tercero x; entre los dos primeros, de tal forma que se satisfaga la siguiente relacion

entre las distancias:

xs—xl_\/g—l
X —x; 2

= ¢ =0.618034.... (2.8)
El valor 6ptimo de x aproximado se genera en un cuarto punto x, localizado entre
los puntos x; y xs tal y como se muestra en la Fig. 2.16. Al igual que en la Ec. 2.8 se

satisface la siguiente relacién entre las distancias:

X, —x, V5-1
L = ¢ = 0.618034 ... (2.9)
Xy — X; 2
Mé,ls:imo
fGx) :

Optimo Verdadero

X
xl xl ° XZ xs
[€---------- Xg—Xy  meemeemeemeed »| 1raiteracién
s R 4
|4 """ g = L : e
2daiteracién
I‘ """""""""""""""" X2 2y memmmesssssseeeee= |

FIGURA 2.16. Método de buiisqueda de la seccién dorada.

El nimero ¢ presentado en las Ec. 2.8 y Ec 2.9 es conocido en la literatura como
“Razén dorada” o Aurea, llamado asi por los antiguos griegos y de aqui el nombre
del método (Chapra y Canale, 2007). El nimero ¢ (al igual que el nimero ) es un
numero irracional especial en matematicas y que aparece en diversos fenémenos de

ciencias e ingenieria.
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El algoritmo para determinar el valor de x que da un extremo, ya sea un maximo o
un minimo de f(x) viene dado por:
1. Elegir los puntos que definen el intervalo x; y x,.

2. Calcular los puntos interiores:

X1 =x; +d, _ V5-1 3
Xy = %, —d. con d= — (xg — x;). (2.10)

3. Evaluar f(x;)y f(x,) donde:

xé;?it Z 2 si flxg) > f(x2). (2.11)

Elintervalo de x; a x, se elimina de la busqueda ya que no contiene al maximo

Xés?_: _ ;Clz si f(x1) < f(x2) (2.12)

Elintervalo de x; a x4 se elimina de la busqueda ya que no contiene al maximo

4. El error aproximado y el criterio de paro quedan como:

V5 —1\]|xs — x;
€q=|1- 100% (2.13)
2 xépt
Ejemplo 2.7 Temperatura maxima en la ciudad de Miami

Realizar el ejemplo 2.6 empleando el método de busqueda de la seccién dorada.

Paso I: Hacer un bosquejo de la funcién empleando un graficador, aplicando calculo o

construyendo una tabla de datos. La grafica se aprecia en la Fig. 2.14.
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Puntos interiores x; , x, y d

candidatos son x; = 6y x, = 8.

Paso II: Elegir los puntos que definen el intervalo. Acorde al grafico de la Fig. 2.14 dos

Paso III: Proceso de iteracion empleando el algoritmo de busqueda de la secciéon dorada.

Recuerde que el valor real de x que optimiza f(x) es 7.168.

Primera iteracioni =1,x; = 6y x; = 8.

Funcién evaluada en x4 y x,

o - 7.168 — 7.236
% 7.168

= 0.953%

100%

Puntos interiores x; , x, y d

V5 -1 f(x,) = f(7.236) = 83.7 + 7.46 sin[0.4912(7.236) — 1.95]
d=—— (s —x) =91.156
_V5-1 -6
T2 f(x,) = £(6.674) = 83.7 + 7.46 5in[0.4912(6.674) — 1.95]
=1.236 =91.014
X, =x;+d =6+ 1236
= 7.236
X, =x;,—d=8-1.236
= 6.674
Condicional f(x1) > fxz)
Valor de x éptimo y Ey, Error aproximado
Xopm = X1 = 7.236 . = [1 B (\/g— 1)] Xs = %] L 00%
2 xépt

V5—1\]18-6
= —_ —_— [ 0,
[1 < 2 )] |7.236| 100%

= 10.557%

Segunda iteracioni = 2,x; = x, = 6.674 y x;, =8

Funcion evaluada en x; y x,

5-1
d =‘F2 (8 — 6.674)

= 0.764

F(xy) = f(7.528) = 83.7 + 7.46 5in[0.4912(7.528) — 1.95]
=91.044
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x; = 6.674 + 0.764

f(x,) = f(7.236) = 83.7 + 7.46 sin[0.4912(7.236) — 1.95]

— 7598 =91.156
X, = 8—0.764

= 7.236
Condicional fx1) < fxz)

Valor de x 6ptimo Error aproximado

Xspm = X = 7.236

_[4 V5-1 |8 - 6.674| L00%
€a = 2 7.236 0

7.168 — 7.236 = 6.525%

7.168
= 0.953%

Ey, = 100%

Los valores de x4, se repiten. No obstante, al efectuar el proceso de iteracion se obtienen

los resultados que se muestran en la tabla de la Fig.2.17 donde se aplica una hoja de

calculo Excel para desarrollar el algoritmo de la busqueda de la seccién dorada.

A B C D E F G H I J K L M
2 Extremo de la funcién Algoritmo de la seccién dorada
3 f(x) =83.7 + 7.465in(0.4912x — 1.95) o= x b, o1 B VE— 1\ s — x,
4 o= % g4 con d= 3 (x3 —x;); €g=|[1— ( 3 ) — 100%
2 5 opt
5 Valor verdadero [ 7168
—— o = x Xgor = X
? ] Vealores mlc;l_:zles o “;!‘ _ x; si flxy) > flxz) u;: _ xj si flxy) < flxz)
8
9 Procedimiento numérico del método de la seccién dorada
10 i x i X8 d x 1 X 2 f(x 1) f(x_2) x_opt E_% E_a%
11 1 6.000 8.000 1.236 7.236 6.764 91.156 | 91.014 7.236 0.953 10.557
12 2 6.764 8.000 0.764 7.528 7.236 91.044 | 91156 7.236 0.953 6.525
13 3 6764 7.528 0.472 7.236 7.056 91.156 | 91.149 7.236 0.953 4.033
14 4 7.056 7.528 0.292 7.348 7.236 91.131 91.156 7.236 0.953 2492
15 5 7.056 7.348 0.180 7.236 7.167 91.156 91.160 7.167 0.008 1.555
16 6 7.056 7.236 0111 7.167 7.125 91.160 91.158 7.167 0.008 0.961
17 7 7.125 7.236 0.069 7.193 7.167 91.159 91.160 7.167 0.008 0.594
18 8 7.125 7.193 0.043 7.167 7.151 91.160 | 91160 7.167 0.008 0367
[
20 | x=t \ 7.167 \ Extremo aproximado con E_a<0.5%
21| T opt | 91.160

FIGURA 2.17. Aplicacion de una hoja de cdlculo para encontrar el extremo de la funcién

f(x) =83.7+ 7.46sin(0.4912x — 1.95) por el método de la blisqueda de la seccién dorada. La tabla se realizé

con la hoja de calculo Excel.

Asi pues, a 8 iteraciones €, esta por debajo de €, = 0.5%. El valor que optimiza a la
funcion f(x) es x = 7.167 y al evaluar en la funcién resulta f(7.167) = 91.160. Por

consiguiente, se concluye que al evaluar t = 7.167 en la siguiente expresidn se obtiene
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T(7.167) = 83.70 + 7.465in[0.4912(7.167) — 1.95] = 91.160°F.

El resultado muestra que la temperatura alcanza su valor maximo de T(7.167) =
91.160°F. El valor de t = 7.168 con una incertidumbre de 0.008 % que corresponde a la

primera semana del mes de julio.

2.6.2 Método de Newton

En la localizacién de puntos éptimos se puede utilizar el método de Newton el cual
es un método abierto que requiere de un valor inicial x,. Este es producto de definir
una nueva funcién g(x) = f'(x) tal que al evaluar en el punto x4, se cumpla la
siguiente igualdad, g(xspt) = f”(xspt) = 0. Para obtener el valor de xsp; Se emplean

los siguientes pasos:
1. Elegir un punto inicial x;.

2. Proceso de iteracién:
f'(x;)

TGy si f"(x;) #0. (2.14)

Xit1 = X
3. Error aproximado y criterio de paro:

u| 100% < e..

Xit+1

Cuando el método converge lo hace forma rapida, aunque en algunos casos diverge
lo cual representa una desventaja, es por ello que se recomienda verificar que la
segunda derivada f''(x;) tenga el signo correcto. Ademads, las derivadas pueden

complicarse o simplemente no se pueden obtener analiticamente.
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Ejemplo 2.8 Temperatura maxima en la ciudad de Miami

f(x) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912x — 1.95)

partiendo de i = 0 se tiene

f'(x)y f"(x) evaluada en x, = 8

Paso II: Elegir valor inicial de laraiz x; = x; = 8

f'(x) = 3.6644 cos(0.4912x — 1.95)
f7(x) = —1.7999 5in(0.4912x — 1.95)

Realizar el ejemplo 2.6 empleando el método de Newton
Paso I: Hacer un bosquejo de la funcién empleando un graficador, aplicando calculo o

construyendo una tabla de datos. La grafica se aprecia en la Fig. 2.14.

Paso III: Calcular f'(x) y f"(x) empleando las reglas de derivacion

Paso IV: Proceso de iteracién. Comience con el valor inicial de x, = 8. Asi pues,

X¢pt aproximado

F(x0) = f(8) = 3.644 c0s[0.4912(8) — 1.95]
= —1.457

£"(x) = f(8) = —1.7999 5in[0.4912(8) — 1.95]
= —1.652

Error verdadero %

_ f'(x0)
o T T )
(—1.457)
RGN
=7.118

Error aproximado %

o 7.168 — 7.118
% 7.168
= 0.693%

100%

Seguidamente parai =1,x; = 7.118

f'(x)y f"(x) evaluada en x; = 7.118

€q =

_|7118-8
7.118

= 12.390%

|100%

Xspt aproximado
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f'(x)) = f(7.118) = 3.644 cos[0.4912(7.118) — 1.95] )
= x =X1——7n
= 0.889 D)
7118 0.889
X, = 7118 - ———
f"(x,) = f"(7.118) = —1.7999 5in[0.4912(7.118) — 1.95] 2 (=1.799)
=-1799 =7.1678
Error verdadero % Error aproximado %
B — 7.168 — 7.1678 100% _ 7.1678 — 7.118 100%
%= |7 7168 ° €= |7 71678 0
= 0.0001% = 0.693%
A B C D E F G H [
1
2 Extremo de la funcién Algoritmo de Newton
f(x) = 83.70 + 7.465in(0.4912x — 1.95) Fx)
f'(x) = 3.6644 cos(0.4912x — 1.95) B T
3 f"(x) = —1.8000sin(0.4912x — 1.95) =012
4
3 Valor inicial Valor verdadero
6 ] 8 xv | 7.168
7
8 Procedimiento numérico del método de Newton
9 Iteraciones xi (1) £ (x_i) f (= i)/f(x1) E % E a%
10 0 8.000 -1.457 -1.652 0.882 11.611
11 1 7.118 0.089 -1.799 -0.050 0.693 12.390
12 2 7.168 0.000 -1.800 0.000 0.000 0.693
13 3 7.168 0.000 -1.800 0.000 0.000 0.000
14
15 x=t 7.168 Raiz aproximada con E_a<0.5%
16 f(x) 0.000
17 Topt | 91.160
FIGURA 2.18. Aplicacion de una hoja de calculo para encontrar el extremo de la funcion
f(x) =83.7 +7.46sin(0.4912x — 1.95) por el método de Newton. La tabla se realiz6 con la hoja de calculo
Excel.
El proceso se repite, obteniéndose los resultados que se muestran en la tabla de la
Fig.2.18 donde se aplica una hoja de cdlculo Excel para desarrollar el algoritmo de
Newton. De los resultados se aprecia que a 3 iteraciones €, esta por debajo de €; =
0.5%. El valor que optimiza a la funcién f(x) es x = 7.168 y al evaluar en la funcién
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resulta f(7.168) = 91.160. Por consiguiente, se concluye que al evaluar t = 7.168 en

la funcidn se obtiene

T(7.168) = 83.70 + 7.465in[0.4912(7.168) — 1.95] = 91.160°F

El resultado muestra que la temperatura alcanza su valor maximo de T(7.168) =
91.16°F. El valor de t = 7.168 con una incertidumbre de ~10~1%% (no ilustrado en la
tabla dado que se han reflejado s6lo 4 cifras significativas) corresponde a la primera
semana del mes de julio. Nétese que el método es de alta convergencia y de algoritmo

amigable. Sin embargo, al aplicarlo pueden presentarse funciones de derivadas no

triviales o simplemente no se obtiene analiticamente.

Ejercicio de aplicacion: Calculo de niveles de oxigeno

En esta seccion se procedera a realizar un estudio de caso para localizar raices y
puntos 6ptimos en un problema de ingenieria ambiental empleando una hoja de

calculo Excel.

Ejemplo 2.9 Niveles de oxigeno en un rio

En la ingenieria ambiental, la siguiente ecuaciéon se emplea para calcular el nivel de

oxigeno c(mg/L) en un rio aguas abajo de la descarga de un drenaje:

c(x) =10 — 20(6—0.1525 _ e—O.Sx)

donde x es la distancia aguas abajo en kilometros.

a) Empleando una hoja de calculo Excel: Insertar el procedimiento numérico del
método de biseccion para determinar la distancia aguas abajo de la corriente a la
cual el nivel de oxigeno cae hasta una lectura de 5 mg/L. (Recomendacién: esta
dentro de 2 km de la descarga). Encuentre la respuesta con un €, < 1%. Obsérvese

que los niveles de oxigeno por debajo de 5 mg/L por lo general son dafiinos para

ciertas especies de pesca deportiva como la trucha y el salmdn.
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la raiz de la funcién:

f(X) — 20(6—0.15x _ e—O.Sx)

muestra en la Fig.19.

Paso I: Problema matematico. Determinar el valor de x tal que ¢ = 5 se reduce a encontrar

Paso II: Personalizar la hoja de calculo para efectuar la grafica de c(x) y f(x) tal y como se

-5

A B © D E F G H | J K L M
1
2 i Método de Biseccién Algoritmo de Biseccién
3
4: (x) = 10 — 20(e~015% _ ,=05x) s flx)f() <0 ,xp =x,
) F(x) = 20(e-015% — ¢=05%) _ 104 ¢ 2 fGfler) >0 ,x=x
& -
7 | Pardmetro Valores de entrada para la grafica Puntos iniciales I
8 | & x 1 | x 2 ‘ n Paso X i | X5 — (Dg _ C9)/E9
9| 5 o | 3 | so 0.06 05 | 15
10|
11 =C9
12|
13|
14 1 0 10 L 5
15| 2 0.06
16 |
:; = C14 + $F$9
19
2| =Bl4+1
21 ——c(x) ——f(x)
=20*%(EXP(-0.15*C14)-EXP(-0.5*C14))-10+$B$9
=10-20*(EXP(-0.15*C14)-EXP(-0.5*C14))

FIGURA 2.19. Graficade c(x) y f(x)

Paso III: Insertar el algoritmo de biseccién tal y como se muestra en la Fig. 2.20.

A B C D E F G H I J K L M N
1
2 | Método de Biseccién Algoritmo de Biseccion
3
4| o(x) = 10 — 20(e™015% — g=05x) _ Xt . fO)fO) <0 xp = xp
| R (O BT S
5 flx) =20(e015% — 705y _ 104 C
5: = ABS((J15 —J14)/]15) 100
7] Pardmetro Valores de entrada para la grafica Puntos iniciales
8 | C x 1 | X_2 | n Paso X | X_§
9 5 0o | 3 [ 50 0.06 05 [ 15
10 = (H14 +114)/2 =K14+L14
1
12|
13 i
14] 1 0 10 5 1 Tos 15! 1 ] 2021 0084 [l 0169
15 2 0.06 9.588 4.588 2 §0.500 |, 1.000 | 0.750 -2.021 -0.874 1766 33.333!
16 | 3 0.12 9.192 4.192
17| 4 0.18 8.811 3.811
18| 5 0.24 8.446 3446
19 6 03 8.094 3.094 = SI(M14 < 0;]14; 114)
= SI(M14 < 0; H14;]14)
—
=20 » (EXP(—0.15 + J14) — EXP(—0.5 + J14)) — 10 + $B$9
=20 + (EXP(—0.15 » H15) — EXP(—0.5 + H15)) — 10 + $B$9

FIGURA 2.20. Algoritmo de biseccion en una hoja de calculo Excel.
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Paso IV: Emplear la opcién de arrastre de celda en Excel y terminar el calculo. La Fig. 2.21
muestra que empleando el método de biseccidn en una hoja de célculo Excel se obtiene
que a 7 iteraciones el valor de x, con €, = 1%, tal que ¢ = 5 correspondea x = 0.9766 km
con €, = 0.80%.
A E [ u] E F G H | J K L Ll ] [u]
1
2 Método de Biseccién de Bi
3
4 c(x) = 10— 20(s—015% _ g-0axy = X+ Xf si Flxdfle) <0 x5 =xr
. Flx) =20(e"™15 _ g=05%) _ 194 ¢ - FE)fGery = 0 o = v
[
7 Pardmetro Valores de entrada para la grafica Puntos iniciales
g C xl | x 2 | n Paso xi | XS
] 5 0| 3 | s0o | oos 05 | 15
10
1
12 [ Procedmeintonuméricodelmétododebiseccion |
13 i wi s Hr fla il flaor] | A ilflard | B2l
14 1 1] 10 -5 1 0.5 1.5 1 -2.021 0.054 -0.169
15 2 0.06 9.585 -4.555 2 0.500 [ 1000 | 0.750 -2.021 -0.574 1.766 33.333
16 3 0.1 3132 -4.132 3 0.750 [ 1000 | 0875 -0.574 -0.373 0.326 14.286
17 4 015 5.511 -3.81 4 0.575 | 1000 | 0.335 -0.373 -0.133 0.052 6.6E67
18 5 0.24 5.446 -3.446 5 0.935 | 1000 | 0.363 -0.133 -0.027 0.004 3.226
19 5] 0.3 5.034 -3.034 5] 0.963 [ 1000 | 0.354 -0.027 0.023 -0.001 1.587
20 7 0.36 757 -2.757 7 0.969 | 0.984 | 0.977 -0.027 0.001 0.000 0.500
2 g 0.42 T.433 -2.433
22 3 0.45 TAz2 -2.122
23 10 0.54 6.524 -1.824
24 il 0.6 6.535 -1.538
25 12 0.66 6.264 -1.264
26 13 0.72 6.001 -1.001 z 3
i 14 0.75 5.743 -0.743 X
28 15 0.54 5.503 -0.503 o) — )
29 16 0.9 5.275 -0.275
30 17 0.96 5.055 -0.055
H 15 102 4.547 0.153
Figura 2.21. Calculo numérico del método de biseccion en Excel.
A B C D £ [ G H J K L
-
2 | Método de Newton Algoritmo de Newton
3
= _ -0.15x _ ,—0.5x .
foom e e ST < B TP
2 f(x) = 3e015% —10¢ 0% R S EE B
45
wog N —05x _ " ,—-015x
5 ) = Be 100
&
7 Valores de entrada para la grafica [Punto inicial =3*EXP(-0.15*G13)-10*EXP(-0.5*G13)
8 x 1 x 2 n Paso x i "
. o | 10| 20 05 . =ABS((G14-G13)/G14)*100
10 =F9
1
12 i x_i fxd) f7(x0)  |F (i) /F7(x )| | E.a%
13 0 4000 | Y0293 | o0.430 0.682
14 0 0 | 10000 L 1 3318 | -0.080 || 0.678 -0.117] [20556
15 1 | 05 | 7021
16 2 1 | 4916 | =H13/113
17 3 | 15 | 3477
—- * - * * - *
. 5 Tl _p134q "(45/100)*EXP(-0.15*G13)+5*EXP(-0.5"G13)

FIGURA 2.22. Algoritmo de Newton de optimizacion en Excel.
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b) Empleando una hoja de calculo Excel insertar el procedimiento numérico del método
de Newton para calcular la distancia agua abajo a la cual el oxigeno se encuentra al
minimo. Encuentre la respuesta con un €, < 1%. ;Cuadl es la concentracion en dicha
ubicacion?

Paso I: Problema matematico determinar el valor de x tal que c(x) sea minimo. Haciendo

¢ = f,las derivadas f'(x)y f"(x) corresponden a

f’(x) — 36_0'15x _ 106—0.5)(

f(X) =10—- 20(6_0.15’6 - e—O.Sx) fll(x) — Ge~0.5x _ (45/100)6_0'15x

Paso II: Personalizar la hoja de calculo para efectuar la grafica de f(x) e insertar el

algoritmo de Newton. La insercién del grafico se mostré en la Fig. 2.22

A E c D 3 F G H | J K L M N o P [o]
3 | Método de Newton | Algoritmo Newton
4 O
— 10— -0.15x _ ,—05x .
f =020 o dg =y L0 i=0123,...n
3 F/(x) = 37045 _ 10p05% R S B
45
) — 5=05% _ T2 —0asx
5 f7(x) = 5e T00°¢
7
8 Valores de entrada para la grifica Punto inicial 12.000
9 x_1 ‘ x_2 ‘ n ‘ Paso X 10.000
10 0 | 10| 20 | os 4+ |
i 8.000
12 Z 6000
3 i xi | f(xi) | Fxi) i)/ i) Ea%
14 0 4.000 0.293 0.430 0.682 +000
15 0 0 10.000 1 3.318 -0.080 0.678 -0.117 20.556 2.000
16 1 05| 7021 2 3435 | -0.003 | 0629 -0.005 | 3415 0.000
17 2 1 4916 3 3.440 0.000 0.627 0.000 0.135 0 2 4 6 8 10
18 3 15 3477 b3
19 4 2 2.541 3.440 ‘ km | Valor éptimo de x ‘ ,
— — ——c(x) =s—P.éptimo
20 5 25 | 1984 1.643 ‘ mg/L | Nivel minimo de oxigeno ‘

FIGURA 2.23. Calculo numérico de Newton de optimizaciéon en Excel.

Paso III: Emplear la opcién de arrastre de celda en Excel y terminar el calculo. En la Fig.
2.23 se muestra que empleando el método de Newton en una hoja de calculo Excel se
obtiene que a 3 iteraciones el valor de x, con €, < 1%, que minimiza a f(x) corresponde
a Xgpt = 34399 km con €, = 0.1355%. La concentracion minima de oxigeno es

£(3.4399) = 1.6433 mg/L.
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| 2.8 | Ejercicios propuestos

Observacion:

Resolver cada uno de los ejercicios planteados haciendo uso de la hoja de calculo

Excel.

Disenar cada grafico con opciones que permitan ajustar el intervalo, el nimero de

particiones y el incremento.

Acorde al grafico realizado tomar de forma arbitraria los valores iniciales si el

planteamiento no los proporciona.

1.- Realizar el ejemplo 2.9, empleando: a) El procedimiento numérico de falsa posicién para

encontrar el valor de x tal que ¢ =5 mg/L, b) El procedimiento numérico de buisqueda la

seccién dorada para determinar el valor minimo de x que minimiza la concentracién y c)

Los puntos encontrados para graficarlos junto con la curva de y = c(x).

2.- Una central térmica quema carbén para generar energia eléctrica. El costo C, en ddlares,

de eliminar p% de las sustancias contaminantes del aire en sus emisiones de humo es:

b)

=M , 0<p <100
100 —p

Utilizar el procedimiento numérico
del método de bisecciéon para
determinar el porcentaje de
material contaminante que se
eliminaria con un costo de un
millon de dolares. Encuentre la

respuesta con un €, < 0.25%.

Central térmica de Laziska, ubicada en la ciudad polaca de
Katowice. Once estados de la Uniéon Europea (UE) se
niegan a usar carbo6n hasta el afio 2030. En el afio 2018 las
plantas de la EU emitieron a la atmosfera 625 millones de
toneladas de COz equivalente al 2% de las emisiones a
escala mundial. Fotografia: Monika Skolimowska (EI Pais).

Resolver el inciso anterior empleando el método de Newton-Raphson.

Analizar los procedimientos numéricos de los incisos anteriores y comparar los

resultados.
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3.- La concentracion de bacterias contaminantes ¢ en un lago disminuye de acuerdo con la

siguiente ecuacidn:

c(t) = 75e~ 15t + 20e70075t

donde t tiene unidades de tiempo.

a) Emplear el método grafico para estimar el valor del tiempo que se requiere para que
la concentracién de bacterias se reduzca a 15.

b) Resolver el inciso anterior empleando el procedimiento numérico del método de
falsa posicion con un criterio de detencién de 0.05%.

c) Resolver el inciso a) empleando el procedimiento numérico del método de la secante
con un criterio de detencién de 0.05%.

d) Analizar los procedimientos numéricos de los incisos anteriores y comparar los

resultados.

4.- El balance de masa de un contaminante en un lago bien mezclado se expresa como:

dc
VE—W—Qc—kV\/E.

Dados los pardmetros V = 1x10°m3, Q = 1x10°m3/afio y W = 1x10°g/afio y k =

0.25m%%/afio :

a) Usar el procedimiento numérico del método de biseccion para resolver la
concentracion en el estado estable con un criterio de detencién de 0.01%.

b) Utilizar el procedimiento numérico del método de la secante para resolver la
concentracidn en el estado estable con un criterio de detencién de 0.01%.

c) Analizar los procedimientos numéricos de los incisos anteriores y comparar los

resultados.

5.- Sea x(t) el nimero de presas y y(t) el nimero de depredadores que interactian dentro

de un mismo ambiente bajo un modelo de poblacién fluctuante con periodo T
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x(t) — 3e4sin(21rt/T)/3 ; y(t) — 262[1—cos(2nt/T)]/3_

donde t tiene unidades de tiempo. Dado el periodo T = 1y el intervalo [0.T]:
a) Emplear el procedimiento
numeérico de Newton-Raphson para
encontrar el tiempo en que las
poblaciones estan equilibradas con

un criterio de detencién de 0.05%.

A partir del resultado indicar el

valor de la poblacién de equilibrio.

b) Utilizar el método de la seccion
i Las diferentes especies que habitan un determinado

dorada para encontrar el tiempo ecosistema dependen unas de otras para sobrevivir
(depredador-presa). Si se diese una situacion de
alteracion entre dichas relaciones o incluso la
desaparicion de una o mas de las especies que
conforman el ecosistema, este sufriria grandes cambios
en su estructura, perdiéndose asi el equilibrio ecoldgico.
Lamentablemente, préacticas como la caza
indiscriminada de animales, la contaminacién del agua,
del aire y del suelo son factores que ponen en riesgo

de la poblacién de depredadores y multiples ecosistemas El n.ivel mundial. Fotografia: Vim
Van Den Heever (La ciencia es Cultura).

en que cada poblacion alcanza su
valor maximo con un criterio de
detenciéon de 0.05%. A partir del

resultado indicar el valor maximo

presas.

c) Resaltar las raices y los puntos 6ptimos en el grafico de x(t) y y(t).

6.-La radiactividad de una sustancia Y generada por la radiactividad de una sustancia X

viene dada por la siguiente ecuacidn:

mOx(e—lxt _ e—/lyt)

donde A,,4,= vida media en (s™') o inclusive (afios™!), de la sustancia X y Y,

respectivamente y mg, = masa inicial de la sustancia X en (g). Dados 1,=4.8 y
Ay =06:

a) Utilizar el procedimiento numérico de Newton- Raphson para calcular el tiempo que

le toma a la sustancia Y en alcanzar la mitad de la sustancia X. Encuentre la respuesta

conune¢, < 0.05%.
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b) Usar el algoritmo de Newton para calcular el tiempo que le toma a la sustancia Y en
alcanzar su mayor radiactividad. Encuentre la respuesta con un €, < 0.05%.

c) Resaltar los puntos encontrados en el graficom, = f(t).

7.- La cantidad A de CO, dentro de habitacién con entrada y salida de corrientes de aire

puede calcularse mediante la siguiente ecuacién:

A=c[Vo+ (vy —v)t] + (Ag — 1 Vo)[1 + (v — vz)t/Vo]DZ/(vz_vl)

siendo el t el tiempo en (min) v,, v,=la descarga del flujo de aire en (ft3/min) de la corriente
de entrada y salida, respectivamente, c¢; =La concentracién Cg, en el aire de la corriente
entrante (contaminante) en (Ib/ft3), V,=volumen de aire inicial de la habitacién justo antes
de entrar el contaminante (ft3) y A, =la cantidad inicial de CO, en la habitacién justo antes
de incidir la corriente de aire en (1b).

Ahora bien, supdngase que en una
habitacién de 12 por 8 por 8 pies tienen
aire fresco sin CO,. A partir de t =0 se
introduce aire a la habitaciéon con una
concentracion de CO, del 2% arazoén de 50

ft3 /min. Si el aire de la habitacién sale por

una ventila con una razéon de 60

El Dr. Andreu Vea, fundador de COVIDWarriors sefiala que
diversos estudios cientificos han comprobado que cuando
el nivel de COz en un espacio es muy elevado, se produce
deterioro cognitivo: los alumnos aprenden menos,
disminuyen su concentracién, toman malas decisiones,
son mas torpes. Estar en aulas con concentraciones por

Hallar la respuesta aplicando el encima de los 1000 ppm (0.6 Ib/ft3) de forma sostenida
produce dolor de cabeza, y ademas favorece la transmision

procedimiento numeérico de biseccidén con de enfermedades como la gripe. Fotografia: Enric
Fontcuberta (La Vanguardia).

ft3/min ;en qué momento (diferente de
t =0) la habitacibon se encontrara

totalmente descontaminada de CO,?.

un criterio de paro de €, < 0.25%.

8.-El modelo Streeter-Phelps se utiliza para calcular la concentracién de oxigeno disuelto en

un rio aguas abajo del punto de descarga de un drenaje:

[ekat — e=(katks)t] — ﬁ(l — e~kat)

kgt ks—kg kg
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donde o =concentracion del oxigeno disuelto (mg/L), o =concentracion de saturacion de
oxigeno disuelto (mg/L), t =tiempo de travesia (d), Ly= concentracién de la demanda
bioquimica de oxigeno (DBO) en el punto de mezcla (mg/L), k; =razén de descomposicién
de DBO (d™1), kg = razén de asentamiento de DBO (d™1), k, = razén de oxigenacién (d~1),

y S, = demanda oxigeno de sedimentacion (mg/L/d). Dados los valores

0os = 10 mg/L kg =0.2d71 k, =0.8d71
ks = 0.06d71 L, = 50mg/L S, = 1mg/L/d

a) Graficar el modelo Streeter-Phelps
0 = f(t) con un paso h = 0.5 en el
intervalo [0.20].

b) Usar cualquier procedimiento
numérico para determinar el
tiempo (abajo del punto de

descarga) en el que el oxigeno

alcanza su nivel minimo critico os.

El punto critico og se denomina “critico” porque
Este tiempo recibe el nombre de representa la ubicaciéon en que la biota (flora y
fauna) que depende del oxigeno (como los peces)

tiempo de travesia t,. Hallar la estarfa sujeta a la amenaza maxima. Fotografia:
BioEnciclopedia.

respuesta con un €, < 0.5%.
c) Encontrar a partir del tiempo de travesia t,. el nivel minimo de oxigeno os. Resaltar

el punto 6ptimo en el grafico.

9.- La concentracion de saturacidon de oxigeno disuelto en agua dulce se calcula con la

ecuacion:

Inogy = —139.34411 4 1.575701x10°T,; * — 6.642308x107T; * + 1.243800x10'°T, 3
—8.621949x1011T;*

donde ogr=concentracion de saturacion de oxigeno disuelto en agua a 1 atm (mg/L) y
T,=temperatura absoluta (K). De acuerdo con esta ecuacion, la saturacion disminuye con el

incremento de temperatura. Para aguas naturales comunes en climas templados, la
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ecuacién se usa para determinar que la concentraciéon de oxigeno varia entre de 14.621

mg/L a0°Ca6.413 mg/L a 40 °C. Dado un valor de concentracion de oxigeno:

a) Emplear el procedimiento del método de biseccién tomando los valores iniciales de

0°C y 40 °C para determinar la temperatura con un error absoluto de 0.05°C .

;Cudantas iteraciones se requeririan?

b) Indicar los valores de T para el cual o5r=8, 10y 12 mg/L.

10.- Los ingenieros ambientales que estudian los efectos de la lluvia acida deben determinar

el valor del producto idnico del K,, (mol/L) como funcién de la temperatura. Los cientificos

sugieren la siguiente ecuacion para modelar dicha relacion:

—logo Ky, =d+cT,+blog,, T, +a/T,

donde T, es la temperatura absoluta (K), y
a,b,cy d son pardmetros. A partir de una
muestra se determina que los parametros
corresponden a a = —2.979x10° b =
—4.852x103,c = 3.685 y d = 1.192x10%.
Dado un valor del producto iénico:

a) Usar el procedimiento del método
de bisecciéon tomando los valores
iniciales de 273.15F y 313.15K para
determinar la temperatura

absoluta con un error absoluto de
0.02K.

;Cuantas iteraciones se

requeririan?

La lluvia dacida contamina selvas y bosques,
especialmente los situados a mayor altitud. Esta
precipitacidon nociva roba los nutrientes esenciales
del suelo ala vez que libera aluminio, lo que dificulta
la absorcién del agua por parte de los arboles. Los
4cidos también dafian las agujas de las coniferas y
las hojas de los arboles. Fotografia: National
Geographic (Wikimedia Commons).

b) Indicar los valores de T, para el cual K,,=3x107%,5x107%>y 7x10~*> moles/L.



Capitulo 2. Raices de Ecuaciones y Puntos Optimos m

| 2.9 | Proyecto para grupo: El pH del agua

El pH del agua tiene gran importancia para los ingenieros ambientales. Es un indicador
fisicoquimico de la calidad del agua y esta relacionado con los procesos de corrosiéon en
tubos por lluvia acida. El Ph se relaciona con la concentracién del ion de hidrégeno por la
ecuacion

pH = —log;o[H']. (2.15)

A su vez, el siguiente sistema de ecuaciones no lineales gobiernan las concentraciones de

una mezcla de diéxido de carbono y agua para un sistema cerrado.

(, _ [H*][HCO3]
1T [Coy]
e = [H*][CO37]
¢ 7% [HCO3] (2.16)

K, = [HT][0OH]
cr = [CO,] + [HCO3] + [CO57]
\Alk = [HCO3] + 2[CO37] + [OH"] — [H*]

donde Alk = alcalinidad, c; =total de carboén inorganico, y las K son coeficientes de
equilibrio. Las 5 incognitas corresponden a [H*] =ion de hidrégeno, [HCO3 |=bicarbonato,
[CO3~]=carbonato, [CO,] =diéxido de carbono y [OH~] =ion hidroxilo.

a) Demostrar partiendo de las 5 ecuaciones y haciendo x = [H*] que una forma de

obtener x es calculando la raiz de:

f(x) =Ak — cr(x/K; +K,/x + 1)1 2K, /x + 1) — K,,/x + x

Es decir, una funcién como variable independiente el ion de hidrégeno con los
parametros de alcalinidad, el carbén total inorganico y de los coeficientes de
equilibrio.

b) Graficar en una hoja de céalculo Excel f (x), para valores de x > 0 con los parametros

Alk = 2x1073, ¢y = 3x1073,K; = 1073, K, = 107193 y K, = 1071* . Ajustar el
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g)

intervalo hasta que pueda apreciarse la raiz (corte con el eje x). En la misma hoja
colocar celdas que permitan ajustar los parametros

Calcular la raiz de la funcién insertando en una hoja de calculo Excel cualesquiera de
los métodos cerrados o abiertos desarrollados en el capitulo hasta que €, < 107°%.
Estimar una solucidn para el sistema de ecuaciones a partir de la raiz de f(x). Indicar
las soluciones en la hoja de calculo que muestra la grafica y la raiz. Notese que puede
obtener distintas soluciones para diversos valores de los parametros.

Calcular el pH de las soluciones. Indicar el valor en la hoja de calculo que muestra la
grafica y la raiz. Notese que puede obtener distintos valores de pH para diversos
valores de los parametros.

Analizar los resultados numéricos obtenidos.

Realizar una investigacion resaltando la importancia del estudio del pH en el campo

de la ingenieria ambiental.



CAPIiTULO 3
AJUSTE DE CURVAS POR MINIMOS CUADRADOS

En este capitulo se estudiaran las técnicas numéricas que permiten construir

modelos matematicos a partir de un conjunto de datos.

3.1. Modelos matematicos
de un conjunto de datos.

3.2. Regresion lineal.
3.3. Regresion polinomial.

3.4. Regresiones no lineales
y su linealizacion.

3.5. Ajuste de curvas con
funciones sinusoidales.

3.6. Interpolacion

pOlinomial' Desechos plasticos en las costas de las islas Galapagos.
3.7. Eiercicio de aplicaci(')n: La luz del so], el viento y las olas rompen estos grades
Incremento de desechos plasticos en trozos cada vez mas pequeiios
microplésticos. hasta que se convierten en microplasticos (particulas

de menos de 5 milimetro de didmetro). Dadas las
3.8. E]erc1c105 propuestos. concentraciones de microplasticos en el agua durante

varios afios, se pueden predecir (con amplia exactitud)

3.9. Proyecto para grupo:

Producto iénico del agua. las concentraciones a futuro mediante los modelos

matematicos. Fotografia: F. Oberhaensli (OIEA).

f(0)

Ajuste de curva de un conjunto de datos.
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3.1 Modelos matematicos de un conjunto de datos

Una técnica fundamental en la ciencia moderna consiste en recopilar datos,
organizarlos y luego describirlos por medio de un modelo matematico y = f(x). Los
datos pueden ser el resultado de algin experimento u observacion. En este contexto,
si se desarrolla un modelo matematico con el fin de representar datos reales, este
debe esforzarse por alcanzar dos objetivos a menudo contradictorios: precision y
sencillez. Es decir, el modelo debera ser lo bastante sencillo como para poder
manejarlo, pero también preciso como para producir resultados significativos

(Larson y Edwards, 2010).

y

y fa(x) y Conjunto de rectas

FIGURA 3.1. Funcién de aproximacion.

Una estrategia apropiada para construir un modelo matematico de naturaleza
estadistica, consiste en obtener una funcion de aproximacion f(x) que se ajuste a la
forma o la tendencia general de los datos sin coincidir necesariamente en todos los
puntos tal y como se muestra en la Fig.3.1. Notese que las curvas que representan a
diversas funciones (inclusive de la misma familia) pueden atravesar los puntos sin
coincidir con ellos. Por ende, es necesario establecer un método que permita excluir

algunas de ellas y de esta manera poder elegir la funcién de ajuste adecuado. En este
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sentido, existe un método que suele encontrarse en la literatura como método de

regresion por minimos cuadrados el cual se presenta a continuacion.

3.1.1 Métodos de minimos cuadrados

Es un método que consiste en obtener una curva que minimice la discrepancia entre
los puntos y el modelo representado por dicha curva, tal y como se observa en el
grafico del lado izquierdo de la Fig. 3.2 (caso particular del ajuste a una recta). Por
consiguiente, como medida de que tan bien se ajusta un modelo y = f(x) a la
coleccion de puntos {(xq1,y1), (x2,v2), (x3,¥3), ..., (Xn, V)} se pueden sumar los
cuadrados de las diferencias entre los valores reales y los valores dados por el
modelo para obtener la suma de los cuadrados de los errores o errores

cuadraticos (Larson y Edwards, 2010)

S =) i — F(x)I? (3.1
=1

i

Graficamente, S, puede interpretarse como la suma de los cuadrados de las
distancias verticales entre la grafica de f y los puntos dados en el plano (los puntos
de los datos). Es de resaltar que antes de aplicar este método debe escogerse la curva

que se va a ajustar al conjunto de datos o de puntos dados.

y y
(x4, y2) b (x4, ¥s)
.(xz:)’:z) dq-i f(x) .(XZryz) dz_i
1
: d; : _
1
| Ed3 : . ( | y
1 . , 1 g* ¢ (xg,
' d, (x3,¥3) : d; 3, Y3
o (x1,01) ¢ (xpy1)
> ¥ X

FIGURA 3.2. Suma de los cuadrados de los errores y dispersion de los datos.
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La eficiencia del ajuste de la curva escogida (obtenida por el método de minimos

cuadrados) lo cuantifica el coeficiente de determinacion R? que se calcula como:

(3.2)

donde S; (medida de dispersion de los datos) es la suma de los cuadrados de las
distancias verticales entre el valor promedio de y y los puntos de los datos (ver

grafico del lado derecho de la Fig. 3.2)

Se= ) b= yF (33)

i=1

Un ajuste perfecto viene dado por S, = 0 y R? =1 lo que significa que la curva
explica el 100% de la variabilidad de los datos. No obstante, siRZ =0y S, = S, el

ajuste no representa alguna mejora.

3.2 Regresion lineal

La regresion lineal es el ajuste de aproximacion por minimos cuadrados a una linea
recta de un conjunto de observaciones definidas por puntos:

(x1,y1), (x2,¥5), ..., (xn, y). La recta de ajuste viene dada por:

M:

n n
nleyl ZXL

i=1 i=1 i

n n 2
2 _
i=1 i

f(x)=ax+b con =1 (3.4)

i=1

Vi

1l
[y

=|»—x
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donde los coeficientes a y b representan la pendiente y la intercepcién con el eje y

se obtiene de minimizar la suma de los cuadrados de los residuos (ver Ap. B).

Sy = ) lyi —b—ax;]? (3.5)
2

El error estandar de aproximacion S/, es el que indica el error para los valores
predichos por y correspondientes a los valores de x y asi mismo permite cuantificar
la dispersion alrededor de la linea de regresion. Este se calcula mediante la siguiente

ecuacion:

(3.6)

La bondad del ajuste se determina por la Ec 3.2.

Ejemplo 3.1 Concentracion de CO: en la atmdsfera

En la tabla se muestra la concentracién de diéxido de carbono (en partes por millén)
presente en la atmosfera terrestre a lo largo de algunos afios. Se sabe que el diéxido de
carbono es el principal gas de efecto invernadero. (fuente: observatorio Mauna Loa

Hawai).

t(Afio) 1992 1995 1998 2001 2004
CO,(ppm) 356.65 | 360.99 | 366.46 | 371.12 | 377.38

a) Construir un ajuste lineal representando como y la concentracién de diéxido de

carbono y x el tiempo, donde x = 0 corresponde a 1992.

Paso I: Redefinir las variables, esto es haciendo t = x y CO, = y. Dado que t = 1992

corresponde a x = 0, se tiene que:
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356.65 | 360.99 | 366,46 | 371.12 | 377.38

Notese que el numero de puntos correspondean = 5

Paso II: Calcular las cantidades

5
in=0+3+6+9+12=30
i=1

5
le? =0%+3%2+6%+9%+122=270
i=1

5

y; = 356.65 + 360.99 + 366.46 + 371.12 + 377.38 = 1832.6

i=1
5
inyi — [0(356.65) + 3(360.99) + 6(366.46) + 8(371.12) + 12(377.38)] = 1115037

i=1

Los promedios

5
1

5
1 1 1
X = — . = — = vV = — =—1 2 = 2
X SExl 5(30) 6 y ¥y 5.51% 5( 832.6) = 366.520
i=

i=1
Paso III: Emplear las férmulas para el ajuste lineal dadas en la Ec.3.4.

_nYxy;—XxYy;  (5)(11150.37) — (30)(1832.6) 1720
ConXx?-Ex)? (5)(270) — (30)2 o

1
b= ;(Z % — az ¥i) = 6 — (1.71967)(366.52) = 356.202
Por lo tanto, el ajuste por minimos cuadrados es:

y(x) = 1.720x + 356.202

Paso IV: Estimar los errores en el ajuste. Para ello calcular las cantidades dadas en la Ec.
33yEc.35
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5
S = Z[yi —366.52]% = (97.417 + 30.581 + 0.004 + 21.160 + 117.940)* = 267.101

i=1

5
S, = Z[yi —356.20200 — 1.71967x;]*> = (0.201 + 0.138 + 0.004 + 0.312 + 0.294)? = 0.948

i=1

En efecto el error estdndar (Ec. 3.6) y el coeficiente de determinacion (Ec. 3.2) vienen

dado por:
o S foss_ po_ S=S; _267101-0948
v h—2 T s5—2" " y TS, 0 26701

Los resultados indican que el modelo lineal y = 1.720x + 356.202 explica el 99.65% de

la variabilidad de los datos. A su vez R? es un valor préximo a 1 indicando que el modelo
lineal proporciona un buen ajuste. La Fig. 3.3 muestra la tabla de datos y los calculos del

ajuste lineal utilizando una hoja de calculo en Excel.

A B z D E F G H | 1 K L M N (o]
1
2 CONJUNTO DE DATOS
3 X [ 6 | 9 12
4 y | 35665 | 360.99 | 366.46 | 371.12 | 377.38
5
5 AJUSTE DE CURVAS: REGRESION LINEAL P A3
2 2 2 E T 1{31:95356156'2 3712 e -1
7 n Xj Yi X Xi¥i [vi-¥)" |lvi- a0 - amxd) S a0 36646 ‘
8 1 0 [3s665] o0 0.000 | 97.417 0.201 z e
9 2 3 36099 | 9 [1082.970] 30.581 0.138 5 36099 e
10 3 6 36646 | 36 | 2198.760| 0.004 0.004 I e
11 4 37112 | 81 |3340.080| 21160 0.312 g 356.65
12 5 12 [ 37738 [ 144 [4528560] 117.940 0294 3 3w
I
- )3 30 | 18326 | 270 |1115037| 267.101 0.948 = 0 2 ¢ s wooou
x = tiempo (afios)
14
15 [ = | 6 | [ & [ 1720 |
16 [ v [366520] [ b [3s6202] Parat= 2006,x= 14
17 X 14
18 s, | 267.101 r’ 0996 f(x) | 380277
19 s, | 0948 r 0.998
20

FIGURA 3.3. Grafica de datos y linea de ajuste. El ajuste se realiz6 con la hoja de calculo Excel.

Segun el ajuste lineal la tasa de incremento de diéxido de carbono por afio lo proporciona

la pendiente de la grafica y corresponde a 1.720 ppm/afio.

b) Utilizar el modelo para predecir la concentraciéon de diéxido de carbono en el afio

2006.
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Dado x = 12 corresponde al afio 2004. Se tiene que para el afio 2006 el valor de es x =

14. Asi al evaluar en el modelo lineal se obtiene lo siguiente:

y = 1.720(14) + 356.202 = 380.277

Al extrapolar para el afio 2006 se tiene que la concentracién aproximada de diéxido de

carbono es 380.277 ppm.

3.3 Regresion polinomial

La regresion polinomial por minimos cuadrados es el ajuste de un conjunto de datos

a un polinomio de m-ésimo grado:
f(x) =ag+ax+ax?+azx®+ -+ apx™. (3.7)

Los coeficientes son solucién del sistema de ecuaciones (mxm)

na, + alzxi + aZinz + ..+ aminm =Zyi
2 3 m+1 _
aOin + alz:xi + aZin + ..+ amin = le-yi
aoz:xi2 + alz:xi3 + azz:x{L + ..+ amz:xim+2 = inzyi (3.8)

aOinm + alzx{"“ + aZinm” + e+ aminzm =inmyi

donde todas las sumatorias van desde i = 1 hasta n. El sistema de ecuaciones se

obtiene al minimizar:

n
Sy = z[yl- —ay — a1 x — ayx% — azx® — - — apx™)? (3.9)
=1

4

El error estandar de aproximacion S,,/, se calcula mediante la siguiente ecuacion:
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Sy/x = or
y/x = n—(m+1)

(3.10)

y la bondad del ajuste se determina por la Ec 3.2.

3.3.1 Regresion cuadratica

En el caso de particular en el que m = 2 en la Ec. 3.7, el ajuste corresponde a una
funciéon cuadratica (polinomio de grado 2) y la representacién grafica es una

parabola tal y como muestran los graficos de la Fig. 3.4.

(x5, ¥5) o (x1,31)

o (x4,74) (x2.y2)
(x3,y3)

o (x3,53)

(x4' y4) .
. (x5,¥5)

X X

FIGURA 3.4. Ajuste de datos a una parabola.

Para un conjunto de observaciones definidas por puntos (x;, v1), (X2, V2), <., (Xp, Yn)

la funcién cuadratica es:

f(x) =ag + ax + ayx>. (3.12)

Los coeficientes a, a; y a, se desprenden de la Ec. 3.8 param = 2 y son solucién del

sistema de ecuaciones lineales 3x3.
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nag + a4 Z X; + a, Z xl-2 = Z Vi
aozxi + alzxiz + aZfo = inyi (3.13)
a, z x>+ a z 2+ a Z x} = Z x2y;

En efecto, el problema de determinar un polinomio de segundo grado por minimos

cuadrados es equivalente a resolver un sistema de tres ecuaciones lineales

simultineas.

Ejemplo 3.2 Concentracion de CO: en la atmésfera

Dados los datos en el ejemplo anterior: Construir un ajuste cuadratico

Paso I: A partir de los datos dados y procediendo de manera similar que el ejemplo

anterior se desprende:

5 5 5

5
in=3o , in2=270, in3=2700 , Zx;*=28674

i=1 i=1 i=1 i=1

5 5

5
Zyl- =1832.6 , le-yl- =11150.37 , foy,- =100844.91

i=1 i=1 i=1

Los promedios:

——125: ! 30) =6 ——125: _! 1832.6) = 366.52
x—sllxi—s( ) = y y—5‘1yi—5( .6) = 366.
1= i=

Paso II: Con las cantidades previamente calculadas se construye el sistema de ecuaciones

empleando la Ec. 3.13, esto es:

30a, + 270a, = 1832.6
=11150.37

5a, +
30a, + 270a; + 2700a,
270ay + 2700a, + 28674a, = 100844.91
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El sistema tiene como solucién (ver ap. A) a, = 356.6349, a; = 1.4311y a, = 0.0240.
Por lo tanto (al reemplazar en la Ec. 3.12) la ecuacién cuadratica por minimos cuadrados

en este caso es:
f(x) = 356.6349 + 1.4311 x + 0.0240x?

Paso III: Estimar los errores en el ajuste. Para ello se calcula las siguientes cantidades

5
S, = Z[yi —366.52]% = 267.101

i=1

>

i=1

S, = ) [y; — 356.6349 + 1.4311 x; + 0.0240x2]? = 0.292

En efecto el error estdndar estimado al usar la Ec. 3.10 con m = 2 y el coeficiente de

determinacion vienen dados por

S, 0.294 S.—S, 267.101—0.292

— — — 2 _ —
Sy/x = =0382 y R?= = 0.999
n—(m+1) 5-3 S, 267.01
A B C D E F G H J K L M N o P Q R
2 ‘ CONJUNTO DE DATOS
2 [T T o T 3 7 6 | 9 [ 12
4 [ v [3s665] 360.09 | 36646 | 37112 | 377.38 |
5
3 AJUSTE DE CURVAS: REGRESION CUADRATICA 380.000 377,380
- = 2 ;
K n % ¥ x % X Xy vx =9)° | (y-30 3xi-2x7) - v 0'024}':164;;;; 35663 .
i 1 0 |356.650 0 0 0 0.000 0.000 97.417 0.000 o ’ 371120
9 2 3 [360990 9 27 81 | 1082970 | 3248910 | 30581 0.024 = .
10 3 6 | 366.460 36 216 1296 | 2198.760 | 13192560 | 0.004 0.139 H 366460 .
n 4 9 [371.120 81 729 6561 | 3340.080 | 30060.720 | 21.160 0.117 H .
12 5 12 [377.380 144 1728 20736 | 4528560 | 54342720 | 117.940 0.012 g 360.990
13 ¥ 30 [1832600] 270 2700 28674 | 11150370 [ 100844.910] 267.101 0.292 £ sseleso °
14 5
S

Sistemas af T triz d v
s istemas de ecuaciones (Matriz de Solucién Dispersién >
16 w | & | = Tl a 356.635 s | 267.101 350000

P 2 4 6 8 10 12 14
17 5 30 270 1832.600 a 1431 Errores cuadréticos - @
= tiempo (afios)

13 30 270 2700 | 11150.370 a 0.024 S| 0.292
19 270 2700 28674 | 100844.910
2 Matriz Inversa TI
2 0886 -0.257 0016 | 1832.600 Promedios Coeficiente de det Parat=2006,x=1%4
2 -0.257 0138 -0.011 | 11150.370 % 6 | 0.999 x | 14
23 0016 -0.011 0.001 | 100844910 v | 36652 v | 0.999 f14) | 381384

FIGURA 3.5. Grafica de datos y ajuste cuadratico. El ajuste se realizé con la hoja de calculo Excel.

Los resultados indican que el modelo cuadratico f(x) = 356.6349 + 1.4311 x +
0.0240x? explica el 99.9% de la variabilidad de los datos. La Fig. 3.5 muestra la tabla de

datos y los calculos del ajuste cuadratico empleando una hoja de calculo en Excel.




Capitulo 3. Ajuste de Curvas por Minimos Cuadrados

Nétese que al comparar el modelo lineal con el modelo cuadratico se tiene que este tltimo
proporciona una mayor precision dado que se ajusta ligeramente mas a los datos, pero el
modelo lineal proporciona una mayor sencillez y facilita la interpretacién del resultado.
Dependiendo del conocimiento del fendmeno a estudiar se puede elegir de forma

conveniente el modelo a utilizar.

a) Usar el modelo para predecir la concentracion de diéxido de carbono para el afio
2006.

Evaluando en x = 14 resulta

y = 356.6349 + 1.4311 (14) + 0.0240(14)? = 381.384

Al extrapolar para el afio 2006 se tiene que la concentracién aproximada de di6éxido de

carbono es 381.384 ppm.

3.4 Regresiones no lineales y su linealizacion

La regresion no lineal es el ajuste de un conjunto de datos a funciones no lineales.

y y (x5, ¥5)
(xs.¥5) » s

(3,¥3) o (x4,71)

o (xg,3)
(3,¥3)

= (x2,¥2)
(e, 1)

(;CLJ ¥1)

FIGURA 3.6. Ajuste de datos a funciones no lineales.

Entre las funciones mas comunes se encuentran la funciéon exponencial, funcién

potencial y funcién de razén de crecimiento
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fG) = azefr, ) =axfz,  f()= as (3.14)

B3+x

respectivamente, siendo a y  constantes. Este tipo de ajuste se recomienda cuando
los datos cambian de manera abrupta y no se aprecia linealidad entre los mismos tal

y como muestran los graficos de la Fig. 3.6.

y Iny Iny =Ine; + pix

y = aleﬁlx
:Pendiente =pB;
X

Intercepcién = In ay

y y = azxﬁz logy logy = loga; + B, logx
:Pendiente = logf,
/ logx
X Intercepcion = loga,
1 1 1
y /FN T B s
y a3 @z

: Pendiente = f33/as

FIGURA 3.7. Linealizacién de funciones no lineales.

Intercepcion = 1/a,

1/x

Para aplicar el criterio de los minimos cuadrados a las funciones no lineales se
recomienda transformar las ecuaciones en una forma lineal, tal y como muestran
los graficos de la Fig. 3.7. Después, se utiliza la regresién lineal simple para ajustar
las ecuaciones a los datos. Por ejemplo, la funcidn exponencial se linealiza al aplicar

logaritmo natural, esto es:

y=a;ef* = Iny=Ina; +pix (3.15)

Asi una grafica del logaritmo de y contra x dara una linea recta con pendiente ; y

una intercepcion con el eje de las ordenadas igual a In a;. Ahora bien, para un
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conjunto de observaciones definidas por puntos (xq,y1), (%2, ¥2), ..., (xn, V) la

exponencial de ajuste viene dada por:

n n
le- In y; —Win
i=1 i=1

xl-2 - foi

n n
i=1 i=1

f(x) = ayeP* con (3.16)

B =

al = elny_ﬁlf

Donde los coeficientes @, y 8, se obtienen de minimizar la suma de los cuadrados

de los residuos de

n
S, = Z[lnyi —Ina; — Byx;]?. (3.17)
i=1

La bondad del ajuste se determina por la Ec. 3.2 siendo la dispersion de los datos

equivalente a

n

S, = Z[ln y; —Tny|’. (3.18)
i=1
Ejemplo 3.3 Produccion de plastico a nivel mundial

En la tabla se muestra la produccion de plastico (en millones de toneladas métricas) a

nivel mundial en algunos afios (fuente: Statista Plastics Europe).

t(Afio) 1976 | 1989 | 2002 | 2014 | 2019
P,(MTm) 50 100 200 311 368

a) Construir un ajuste exponencial representando como y la produccion de plastico y x

el tiempo, donde x = 0 corresponde a 1976.
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Paso I: Redefinir las variables haciendo ¢t = xy B, = y.Dado que t = 1976 corresponde

ax = 0, se tiene que:

X 0 13 26 38 43
Iny In(50) | In(100) | In(200) | In(311) | In(368)

dondeln B, =Iny

Paso II: Calcular las cantidades

5
in —0+13+26+38+43 =120
i=1
5
fo =02 4 132 4 267 + 382 + 432 = 4138
i=1
5
Z % 1ny; = 01n(50) + 131n(100) + 26 In(200) + 381n(311) + 431n(368) = 669.783

i=1

Los promedios

5 5
1 1 1 1
%= EZ x=z(1200=24 y Tny= EZ Iny, = (25.3634) = 5.093
i=1 '

i=1

Paso III: Emplear las férmulas dadas en la Ec.3.16 para el ajuste exponencial

_TxIny;—InyYx; (669.7835) — (5.0927)(120)
b= YxP—xYx (4138) — (24)(120)

= 0.0466

. eMY=B1% — ,(5.0927)-(0.04663)(24) _ 53 172

Por lo tanto, el ajuste exponencial por minimos cuadrados es:

y = 53.172¢0:0466%
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Paso IV: Estimar la bondad del ajuste. Para ello calcular las cantidades

5
S, = Z[lnyi - m]z = (1.394 + 0.238 + 0.042 + 0.419 + 0.665)% = 2.758

i=1

5
S, = Z[lnyi — In(53.1719) — (0.04663) In x;]?
i=1

= (0.004 + 0.001 + 0.013 + 0.000 + 0.005)>
= 0.022

En efecto el coeficiente de determinacién viene dado por:

S, —S, 27575 —0.0221

R? =
S, 2.7575

= 0.992

Los resultados indican que el modelo exponencial y = 53.172e%9466* explica el 99.19%
de la variabilidad de los datos. A su vez R? es un valor préximo a 1 indicando que el
modelo exponencial proporciona un buen ajuste. La Fig. 3.8 muestra la tabla de datos y

los calculos del ajuste exponencial empleando una hoja de calculo en Excel.

A B C D E F G H J K L M N o] P
1
2 CONJUNTO DE DATOS
3 x | o | 13 | 2 [ 38 [ 43
4 y | 50 | 100 | 200 [ 311 | 368
5 450
6 AJUSTE DE CURVAS: AJUSTE EXPONENCIAL E 400 ¥ =53.17260.0466x
7 n X ¥ Iny, x° xIny, |(Iny-<iny=)?|(Iny-Ina - Bx;)? Z 350 R*=0.992 * 368
s 1 0 50 3912 0 0.000 1394 0.004 2200 e'311
9 2 13 100 | 4605 | 169 | 59.867 0238 0,001 2 5ep
10 3 26 | 200 | 5298 | 676 [137.756] 0.042 0013 jy A
1 1 38 | 311 | 5740 | 1444 |218112] 0419 0.000 T 20 *-2a0
12 5 43 368 | 5908 | 1849 254048 0665 0.005 g 150
= 100 100
- % | 120 | 1029 | 254634 | 4138 | 669.78 | 2757540557 |  0.02207394 e
5 50 «50
14 I 0
-
- % |24000 B | 00466 | s | 2758 R 0992 0 10 20 30 40 50
1 <lny>| 5003 | a |s3ai720| s | 0022 R 0996 x= tiempo (afios)
17
18 Para t= 2030, x = 54
19 X 54
20 f(x) | 659.584
21

FIGURA 3.8. Grafica de datos y ajuste exponencial. El ajuste se realiz6 con la hoja de calculo Excel.

Segin el ajuste exponencial la tasa de incremento de produccién de plastico lo

proporciona el valor de 8; que corresponde a 46630 toneladas métricas por afio.
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b) Utilizar el modelo para predecir el incremento de produccién de plastico para el afio
2030.
Dado x = 0 corresponde al afio 1976. Se tiene que para el afio 2030 el valor de es x =

2030 — 1976 = 54. Asi al evaluar en el modelo exponencial resulta

y = 53.172¢%0466(54) — 659 584 MTm

Al extrapolar para el afio 2030 se tiene que la produccién de plastico tendra un valor

aproximado de aproximado 660 MTm.

3.5 Ajuste de curvas con funciones sinusoidales

La regresion sinusoidal por minimos cuadrados es el ajuste de un conjunto de datos

a una funcién trigonométrica de la forma:

f(x) = Ay + A1 cos(wx) + A, sin(wx). (3.19)

y y
f(x) = Ag + Ay cos(wx) + A; sin(wx)

() (x3,¥3) (xs,¥5)

(x2,52) (x4,54)

«Axsle Ax v« Ax >l Ax
«— L=(n—1)Ax —:|

FIGURA 3.9. Regresion sinusoidal.

Este tipo de ajuste se recomienda cuando los datos presentan una tendencia
oscilante periddica y no se aprecia linealidad entre los mismos, tal y como se

muestra en el grafico izquierdo de la Fig. 3.9.
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Ahora bien, en el caso particular de un conjunto de observaciones definidas por
puntos (xq,v1), (x2,¥2), ..., (xn, V) donde la distancia de los mismos a lo largo de la
coordenada x sea uniforme (Ax) y de longitud total L = (n — 1)Ax (obsérvese
grafico de lado derecho de la Fig. 3.9), se cumple que los coeficientes en la Ec. 3.19

vendran dados por
n n n
1 2 2 .
AO = ZZ Vi, A1 = ;Z Vi COS((A)Oxi): Bl = ;Z Vi Sln(woxi) (320)
i=1 i=1 i=1

siendo w, = 2m/nAx. Las cantidades A, A, y B; reciben el nombre de coeficientes

de Fourier y se obtienen de minimizar la suma de los cuadrados de los residuos

n
Sy = ) [y; — Ay — A; cos(wgx;) — Ay sin(wox;)]? (3.21)
i=1
y
/I‘ T
I c,
L N N S T W A
1
1
| D I I
’ l
| | .
1 2
| \ | \
0 T 2 3 wx, rad

Figura 3.10. Funciones de ajuste seno y cosenos.

Por ultimo, una forma simplificada y equivalente de reescribir la funcién Ec. 3.19 es

f(x) =Ag+ Cicos(wox +0) o f(x)=Ap+ C;sin(wex + @) (3.22)
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donde:

tan"1(—4,/4,) sid; >0

s
C, = /A§+A2, 0=<_m siAd; =0 vy (p=9+§. (3.23)

tan"1(—A4,/A;) +m siA; <0

Asi cuatro parametros sirven para caracterizar la sinusoide (Fig. 3.10). El valor
medio A, establece la altura promedio entre las abscisas, la amplitud C; especifica
la altura de oscilacion, la frecuencia angular w, caracteriza con qué frecuencia se
presentan los ciclos y el corrimiento de fase 8 parametriza en qué extension la
sinusoide esta corrida horizontalmente. Este ultimo puede medirse como la
distancia en radianes desde x = 0 hasta el punto donde la funcién seno o coseno

empieza un nuevo ciclo.

Ejemplo 3.4 Temperatura en la ciudad de Miami

En la tabla se muestran las temperaturas maximas (en grados Fahrenheit) registrada en

cada mes del afio en la ciudad de Miami (fuente: NOAA.)

t(meses) E F M A M J | A S 0 N D
Tm(°F) 76.5 | 77.7 | 80.7 | 83.8 | 87.2 | 89.5 | 909 | 90.6 | 89.0 | 85.4 | 81.2 | 77.5

Construir un ajuste trigonométrico de la forma f(x) = A4y + C;cos(wyx + 0)
representando como y la temperatura y x el tiempo, donde x = 1 corresponde al mes de

enero.

Paso I: Redefinir las variables, esto es t = x y T, = y. Dado que x = 1 corresponde al

mes de enero se tiene:

y 76.5 | 77.7 1 80.7 | 83.8 | 87.2 | 89.5 |90.9 | 90.6 | 89.0 | 854 | 81.2 | 77.5

Noétese que n = 12 y Ax = 1. Asi el valor de wy = 2m/nAx = w/6 = 0.5236

Paso II: Calcular las cantidades
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= T 2m 3 41
Zyl- €os wyx; =76.5 cos (g) + 77.7 cos (?> + 80.7 cos ( 6 ) + 83.8 cos ( G ) +

i=1

5 6r
87.2 cos (?) + 89.5 cos (?) +90.9 cos( ) +90.6 cos( ) +

91 107 127
89Ocos(6)+854cos( 6 )+812cos( 6 >+775cos( 6 )=—35.3169

- TL' 2m . (3m . [Am
Z Y; sin wyx; = 76.5 sin ( + 77.7 sin ( ) + 80.7 sin (?> + 83.8sin ( 3 )
i=1

-
87251n< )+89551( )+909sm(6)+906sm( )+

9 107 11 12
8905m(6)+854sm( - )+81251n( - )+77551n( - ):—25.0574

Paso III: Calcular los coeficientes de Fourier empleando la Ec.3.20

n
1 1
= _z ¥i = 7 (1010) = 84.1666
n
2 2
- EZ yi cos(wox;) = 1 (~35.3169) = —5.8862

n
2 2
= r_lz y; sin(wex;) = E(—25.0574) = —4.1762

i=1

Paso 1V: Calcular los parametros C; y 8 empleando la Ec.3.23

C, = ’A% + A3 0 =tan"1(-4,/A) +m
y = tan"![— (—4.1762)/(—5.8862)] +
= /(—5.8862)% + (—4.1762)2 — 25245
=7.2172

Asi pues, el ajuste trigonométrico viene dado por:

f(x) =84.1666 + 7.2172 cos(0.5236x + 2.5245)

Paso IV: Estimar la bondad del ajuste. Para ello calcular las cantidades
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12

S = Z[yi —y]? = (58.778 + 41.818 + 12.018 + 0.134 + 9.201 + 28.444 + 45.338 +
i=1

41.338 + 23.361 + 1.521 + 8.801 + 44.444) = 315.2467

12
S, = Z[yi — Ay — A; cos(wgx) — Ay sin(wex)]? = (0.231 + 0.009 + 0.503 + 0.094 + 0.001
i=1

+0.306 + 0.205 + 0.016 + 0.432 + 0.313
+0.002 + 0.609 = 2.7206

En efecto el coeficiente de determinacién viene dado:

2 St — S, _ 315.2467 — 2.7206

= 0.9914
St 315.2467

Los resultados indican que el modelo trigonométrico f(x) = 84.1666 +
7.2172 cos(0.5236x + 2.5245) explica el 99.14% de la variabilidad de los datos. A su vez
R? es un valor préximo a 1 indicando que el modelo sinusoidal proporciona un buen
ajuste. La Fig. 3.11 muestra la tabla de datos y los calculos del ajuste trigonométrico

empleando una hoja de calculo en Excel.

A B C D E F G H I 1 K L M N 0 P Q
i
2 CONJUNTO DE DATOS
3 x |1 [ 2 ] 3 [ & [ 5 ] 3 [ 7 T 8 [ s [ 1w [ 11 [ 12
4 y | 765 [ 777 | 807 [ 838 [ 872 | 89.5 [ 909 [ 906 [ 8 | 8s4 [ s12 [ 775
5
[ AJUSTES DE MINIMOS CUADRADOS DE UNA SINUSOIDE | Ay | 84.167 | Ay ‘ -5.886 ‘ A, ‘ -4.176 ‘
7 n | [ v [uesto]vsintut | 97 [ s Aucostoot) Asin() | Ve ¢ | 7217 | 8 | 2505 | @ | 40953 |
8 1 1 | 7650 66251 | 38.250 | 58778 0231 76,981 PSP
9 2 2 | 7770 | 38850 | 67290 | 41818 0.009 77.607 T amy ® - :
0 3 3 |8070| 0000 | 80700 | 12.0i8 0503 79.990 060
1 4 4 | 8380 | -41.900 | 72573 0.134 0.094 83.493 o Toon € 8950 4 zag0
2 5 5 | 8720 75517 | 43.600 | 9.201 0.001 87.176 g e ¥ arz0
13 3 6 | 89.50 | -89.500 | 0.000 | 28444 0.306 90.053 g oo 540
1 7 7| 9090 | -78.722 | -45450 | 45338 0.205 91352 g 5e0o0 y a0
15 [ 8 | 9060 | 45300 | 78462 | 41388 0.016 90.726 oo oo w 8120
1 9 9 [89.00| 0000 | -89.000 | 23.361 0432 88.343 3 foooo
17 10 10 | 8540 | 42700 | -73.959 | 1521 0313 84.840 78000 7770 . 7750
8 11 | 11| 6120 | 70.321 | -40.600 | 8.801 0.002 51157 76000 | ¢ TEE0
19 12 12 [ 7750 [ 77.500 0.000 44444 0.609 78.281 o N N K N m = "
o P 1010 | -35.317 | -25.057 | 315247 2721 4= tiempo (Meses)]
21
2 [at [ 1 T w [ os24 [ s [ 2721 |
3 | ¢ [ss167] s [315247 ] & | o901 |

FIGURA 3.11. Grafica de datos y ajuste trigonométrico. El ajuste se realizé con la hoja de calculo Excel.

Segun el ajuste trigonométrico f(x) =84.1666+ 7.2172 cos(0.5236x + 2.5245) la
temperatura promedio anual en la ciudad de Miami es 84.16 °F y la temperatura maxima

alcanzada es 91.38 °F a mediado del mes de Julio mientras que las temperaturas mas
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bajas se registran en los meses de enero y diciembre con un valor de 76.5 °F y 75.5 °F

respectivamente.

3.6 Interpolacion polinomial

La interpolacién es un proceso para estimar valores intermedios entre datos
definidos por puntos. Particularmente, cuando se tienen dos puntos conocidos estos
se pueden unir mediante una linea recta. Es decir, se puede utilizar la ecuacién de la
recta (polinomio de primer grado) para estimar diferentes puntos entre dos
conocidos. De manera similar dnicamente una parabola (polinomio de segundo
grado) une tres puntos y Unicamente una funcién cubica une cuatro puntos tal y

como muestran los graficos de la Fig. 3.12.

f(x) =ay+a;x f(x) = ap +a,x + ax? f(x) = ag + a1x + @x% + azx®

(x2,¥2) (4, ¥s)

(x3,73)

(x1,31) (x3,73) (x1, 1)

(x1y1)

FIGURA 3.12. Casos particulares de union de puntos por polinomios.

En términos generales dados n + 1 puntos, hay un solo polinomio de grado n que
pasa a través de todos los puntos. La interpolacion polinomial consiste en
determinar el polinomio tinico de n — ésimo grado que se ajustaan + 1 puntos. Este
polinomio entonces proporciona una férmula para calcular valores intermedios. No
obstante, a pesar de la unicidad del polinomio existe una gran variedad de férmulas
matematicas en las cuales puede expresarse el mismo. Por consiguiente, se
presentara uno de los casos mas populares y tutiles en la literatura que lleva por
nombre “El polinomio de interpolaciéon de Newton en diferencia dividida” el cual se

presenta a continuacion.
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3.6.1 Polinomio de interpolacion de Newton en diferencia dividida

El polinomio de interpolacién de Newton en diferencia dividida es una formula que
permite ajustar un polinomio de n — ésimo grado a n + 1 datos. El polinomio de

interpolacién es:

fa(x) = by + by (x —x0) + =+ + bp(x — x0) (x — x1) = (x — xp_1) (3.24)

Los coeficientes by, by, ..., by, se obtienen a partir de los puntos asociados a los datos

y vienen dados por

bo = f(xo)
by = flx1, %]
by = flxz,x1, x0] (3.25)

by, = f[xn'xn—l' 'xl'xo]

Donde las evaluaciones puestas entre paréntesis son diferencias divididas finitas,

esto es:
1ra. Diferencia - flxox] = fG) = f(x;)
Xj — X
2 da. Diferencia - flxox, %] = f[xi'xi] — i[xj:xk] (3.26)
i~ Xk

f[xn! Xn—1,""" 'xi] - f[xn—llxn—Z' Y xO]
Xn — Xo

n — ésima . Diferencia — f[x,, Xp—1,*, X1, Xo] =

Nétese que no es necesario que los datos utilizados en la Ec. 3.24 estén igualmente

espaciados o que los valores de la abscisa se encuentren en orden ascendente.
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Finalmente, el error porcentual en la interpolacién se calcula mediante la siguiente

ecuacion:

eqy = |f[xn+1»xn' Xn—1,""" »xo](x - xo)(x - xl) (x - xn)|100% (3-27)

Obsérvese que la expresion solicita un dato adicional para su aplicacion.

Ejemplo 3.5 Estimacion de concentracion de oxigeno

En la tabla se muestra la concentracién de oxigeno en mg/L (el cual es un indicador
fisicoquimico de la calidad del agua) disuelto en agua dulce versus temperatura en °C a

nivel del mar. (Fuente: Chapra y Canale)

T(°C) 0 8 [ 16 | 24 | 32 | 40
O(mg/L) | 14.62 [11.84]9.87 | 842 | 7.31 | 6.41

Emplear interpolacion de orden 1 hasta 3 para predecir O con T=12°C

Paso I: Redefinir las variables, estoesT = xy 0 = y.

y 14.62 |11.84|9.87 | 842 | 7.31 | 6.41

Paso II: Elegir la cantidad de puntos acorde al polinomio de interpolacién, esto es:

Grado del polinomio (n) Cantidad de punto Puntos
(n+1)
1 primer grado 2 Py(8,11.84) y P, (40,6.41)
2 segundo grado 3 Py(8,11.84), P;(40,6.41) vy
P,(32,7.31)
3 tercer grado 4 P,(8,11.84), P,(40,6.41),
P,(32,7.31) y P;(24,8.42)
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Paso III: Calcular la primera, segunda y tercera diferencia dividida finita. Tomados P, P,
P, y P; sedesprende x, = 8, f(xy) = 11.84, x; =40, f(x;) =641, x, =32, f(xy) =
7.31,x3 = 24y f(x3) = 8.42. Asi aplicando las férmulas de diferencias de 4.26 a los

puntos tomados resulta:

_fl) = f(xy)  641—11.84

flanxol =——~ 20 —g = 0170

flxz 2] = f(x;z :le) = 72; — Z'(;H = —0.113

flxs xz) = f(x;z :;(x"’) = 8';2} — 2231 = —0.139

flxz, 21,30 = f[xz'x;j :Z(Exl'x(’] = _0'112532__(_80'1697) = 2.383x1073
sy 1] = flxs, %] — flxz, x1] _ —0.1388 — (—0.1125)  1641510-3

X3 — Xg 24 -8

flx3, %2, %] = fx2,%1,%] _ 0.0016 — 0.0024
X3 = X B 24 -8

flx3, %2, %1, %] = = —4.639x1075

Paso IV: Calcular los coeficientes by, by, b, y b; empleando las féormulas dadas en 3.25

esto es:
by = f(xo) = 11.84 i by = flxg,x0] = —0.170
b2 = f[XZlele] = 2.383x1073 ) b3 = f[x3,xZ,X1,xO] = —4639)(10_5

Paso V: Construir los polinomios y evaluar en x = 12.

Para n = 1 tomados P, y P;, interpolacion lineal. Acorde a la Ec. 3.24 y a la Ec.3.27

tomando adicionalmente a P, se tiene:
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f(x) =by+ by(x —xy) =11.84 - 0.170(x — 8)
=13.198 — 0.170x

eqw = |Rp1100% = |f[x2, %1, X0l (x — x0) (x — x1)]100%
=12.383x1073(x — 8)(x — 40)|100%

Evaluandoenx = 12

f(12) =13.198 — 0.170(12) = 11.161 — 1ra.aproximacion
€qop = |2.383x1073(12 — 8)(12 — 40)|100% = 26.688%

Para n = 2 tomados P,, P; y P,, interpolacion cuadratica. Acorde ala Ec.3.24y Ec.3.27

tomando adicionalmente a P; se tiene:

f(x) = by + by(x — x0) + by(x — x0)(x — x1)
=11.84 — 0.170(x — 8) — 0.002(x — 8)(x — 40)
= 12.430 — 0.055x — 0.002x?

eqy, = [Rn[100% = |f[x3, x5, %1, X0] (x — x0) (x — x1) (x — x3)|100%
= |-4.639x1075(x — 8)(x — 40)(x — 32)|100%

Evaluando en x = 12

f(12) = 12.430 — 0.055(12) — 0.002(12)? = 10.894 - 2da.aproximacién
eas = |—4.639x107°(12 — 8)(12 — 40)(12 — 32)|100% = 10.391%

Para n = 3 tomados P,, P; , P,,y P; interpolacion cabica. Acorde ala Ec. 3.24y Ec.3.27

tomando adicionalmente a P,(16,9.87) se tiene:

f(x) =bg + by(x — x¢) + by (x — x0) (x — x1) + b3 (x — x0) (x — x1) (x — x7)
— 11.84 — 0.170(x — 8) — 0.002(x — 8)(x — 40)
—4.639x107°>(x — 8)(x — 40)(x — 32)
= 12.942 — 0.147x + 0.002x% — 4.639x10>x3
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€ay = |R1’l|100% = |f[‘x4l‘x3l‘x2Ix1! xO](x - xO)(x - xl)(x - xZ)(x - x3)|100%
— 15.086x1077 (x — 8)(x — 40)(x — 32)(x — 24)|100%

Siendo f[xy, x3,%5, X1, %g] = 5.086x1077. Por simplicidad se ha omitido el desarrollo del

calculo de la cuarta diferencia. Seguidamente al evaluar en x = 12

f(12) = 12,942 — 0.147(12) — 0.002(12)? — 4.639x107>(12)% = 10.790
— 3ra.aproximacion

equ = 15.086x1077(12 — 8)(12 — 40)(12 — 32)(12 — 24)|100% = 1.367%

En resumen, el valor de la concentracién de oxigeno O para una temperatura T=12°C
predicho por interpolacion de orden 1 hasta 3 se muestra en la Fig. 3.13. El polinomio de
grado 3 mejora la interpolacién comparandola con los polinomios de grado 2 y grado 1.
El punto interpolado P;(12,10.79) con euq = 1.367%  sigue la tendencia del

comportamiento de los datos, proporcionando de esta manera una buena aproximacion

del mismo.
A B C o E F G H J K L M N Q P Q R
|
d ‘ Interpolacién Polinomial de Newton en Diferencias Dividida
3
4
. ORDEN o'
5 =
i 5 fi(x P
7 & primer gund tercer E”
8 0 0 14.62 f(xy) | -0.170 | f(,%,%) | 2.383E-03 | f(xaxax, %) | -4.639E-05 §,12
9 1 ) | 0113 | f(xaXp,) | 1.641E-03 | fxexaXpx,) \ -4.232E-05 K]
o
10 2 16 | 987 flxaxs) | -0.139 | H(xux.,) | 2656E-03 <10
£
11 3 24 842 f(xyxs) | -0.181 E e
2 4 | 32 | 731 R
13 5 40 641 f(x 1) f(12) Cas & o 10 20 30 40 50
14 Lineal |11.161] 26.688 S x = Temperatura (°C)
15 Cuadrdtico | 10.894 | 10.391
1 Clibico 10.790 1367 *Datos *Ordenl =Orden2 - orden3
17

FIGURA 3.13. Conjunto de datos y punto interpolado. La interpolacion se realiz6 con la hoja de calculo Excel.

3.7 Ejercicio de aplicacion: Incremento de microplasticos

En esta seccion se procedera a realizar un estudio de caso para la construcciéon de
un modelo matematico referente a datos de interés en el campo de la ingenieria

ambiental. Lo anterior se realizara utilizando una hoja de calculo Excel.
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Ejemplo 2.9 Microplasticos en las Islas Galapagos

Cientificos del Organismo Internacional de Energia Atémica (OIEA) y Ecuador han
realizado un estudio de mas de 10 afios para analizar la contaminacién por microplasticos
en el océano Pacifico tropical oriental (Costas de las Islas Galdpagos). La Fig. 3.14 muestra
las cifras a partir del afio 2008 y sus proyecciones hasta el afio 2010. Supdngase que la

concentracion de microplasticos desde afio 2008 hasta el ano 2020 corresponde a:

Afio 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020
Cantidad de

microplasticos por 41.28 50.05 59.48 68.98 82.95 93.05 112.03
metros cubicos

a) Utilizar una hoja de calculo Excel insertando la regresion exponencial para crear
un modelo. En el modelo represente a y como la cantidad de microplasticos por
metros cubicos y a x el tiempo en afio, donde x = 0 corresponde a 2008.

b) Obtener el coeficiente de determinacion y la bondad del ajuste. En base al resultado

mencione si el ajuste es bueno.
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FIGURA 3.14. Cantidad de microplasticos en el Pacifico tropical oriental (Infografia y datos: OIEA).

Paso I: Personalizar la hoja de calculo Excel para insertar los datos.
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A B C D E F G H | J K L M
:
2 5 5 = x 7M _ gz . pz_St S
s Ajuste Exponencial y(x) =aef* con = TV Fye a=elPyFE . p2— 5
4
Cantidad de

micropldsticos en el Datos (x = 0 -> 2008)
5 Pacffico tropical oriental
6 Afio Cy (N/m?) n X Vi
7 2008 41.28 1 o] 41.28 4—— =C4
8 2010 50.05 2
9 2012 59.48
10 2014 68.98 =C3-$C$3
11 2016 82.95
12 2018 93.05
13 2020 112.03
14 =E5+1

FIGURA 3.15. Tabla de datos en Excel. Los datos originales se insertan de forma manual.
La Fig. 3.15 muestra las férmulas para definir los datos a partir de x = 0. Al insertar las
férmulas utilice la opcién de arrastre (desde arriba hacia abajo) para los datos de las

celdas inferiores.

Paso II: Disefiar la matriz para efectuar el calculo de regresion exponencial.

A B C D B H G H | J K L M
]
2 . . _ v 723511“%*@23{[  my_gE . p2 St S
5 Ajuste Exponencial y(x) = aef* con @ _72 2 —x3x, y a=emyFE . RI= 5
4
Cantidad de
microplésticos en el Datos (x = 0 -> 2008) Matriz de cdlculo de regresion
5 Pacffico tropical oriental
6 Afio Cy (N/m3] n X; Vi Iny; X’ xIny; [(Iny-<Iny> ]2 (Inyi-Ina- Bxi]2
7 2008 41.28 1 Q 41.28 3.720 0 0.000
8 2010 50.05 2 2 50.05
9 2012 59.48 3 4 59.48
10 2014 68.98 4 6 68.98
11 2016 82.95 5 8 82.95
12 2018 93.05 6 10 93.05
13 2020 112.03 7 12 112.03
14 z
15
=LN(G5) =F5"2 =F5*H5

FIGURA 3.16. Matriz de calculo de regresion exponencial en Excel.

La Fig. 3.16 muestra las formulas para construir los calculos de la regresién exponencial.
Al insertar las férmulas use la opcion de arrastre (desde arriba hacia abajo) para los datos

de las celdas inferiores.

Paso III: Calculo de sumas, promedios y los parametros a y 3.
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y A B C D E F G H | J K L M
: Ajuste Exponencial y(x) = aeP* con g = M vy a= eMy—F%, g2 — S5
3 Txf—xXx S
4
Canfidad de
microplésticos en el Datos (x = 0 -> 2008) Matriz de cdlculo de regresiéon
5 Pacifico tropical oriental
6 Afo | Cy(N/m) n % v Iy, | x' |xlny|(ny-<lhy>)°| (ny-lha-px)’
7 2008 41.28 1 0 41.28 3.720 0 0.000
8 2010 50.05 2 2 50.05 3.913 4 7.826
9 2012 59.48 3 4 59.48 4.086 16 16.343
10 2014 68.98 4 6 68.98 4.234 36 25.403
11 2016 82.95 5 8 82.95 4.418 64 35.346
12 2018 93.05 6 10 93.05 4.533 100 45.331
13 2020 112.03 7 12 112.03 4719 144 56.625
14 =SUMA(F7.F13] x 42 507.82 | 29.623 364 186.874
15
e =PROMEDIO(F7:F13) . 2000 | B | oosie 1+——=(]14-F17*F14) /(114-F16*F14)
. =PROMEDIO(H7:H13) Ty 4232 | a | 422004 _EXP(F17-H16*F16)

FIGURA 3.17. Sumas y promedios en Excel.

La Fig. 3.17 muestra las formulas para calcular sumas y promedios. Al insertar la suma en
la celda F14 se emplea la opcién de arrastre para las celdas adyacentes. Por otro lado, se
utiliza la formula promedio paralos valores de x y In y. Por ultimo, se insertan las férmulas

dada por los minimos cuadrados para los parametros de a y £.

Paso IV: Calculo del coeficiente de determinacién R?

A B c D E F G H 1 J K L M N o

I
2 Iny; —Iny : 5 -5,

Ajuste Exponencial y(x) = aeP* con p= w y a=ely-ff, pz_t 7"
3 Ixf-%Lx St
4

Cantidad de

micropldsticos en el Datos (x = 0 -> 2008) Matriz de célculo de regresién
5 Pacffico tropical oriental
6 Afio | Cy(N/m?) n x » Iny; x| miny |[(ny-<iny>)’| (ny-lna-px)°
7 2008 41.28 1 0 4128 | 3720 0 0.000 0262 ) 0000 ——==(H7-LN($H$17)-$H$16*F7)*2
8 2010 50.05 2 2 50.05 | 3913 4 7.826 0102 | 0,000 p R
9 2012 59.48 3 4 5948 | 4.086 16 16343 0.021 0.000 (H7-$F$17)"2
10 2014 66.98 4 6 66.98 | 4234 36 25403 0.000 0,000
11 2016 82.95 5 8 8295 | 4418 64 35346 0.035 0,001
12 2018 93.05 6 10 | 9305 | 4533 100 45331 0.091 0,001
13 2020 11203 7 12 | 11203 | 4719 144 56.625 0.237 0,000

42 | 50782 | 29623 | 364 | 186874 0.747 0,002
14 =SUMA(K7:K13) z |
15
1 I X 6000 | B | 00816 | s, 0.747 IS 0997 —=(J16-J17)/]16
W =SUMA(L7:L13) <lny> | 4232 « |422004| s, | R 0999 ———=RAIZ(L16)
I
=K14 =L14

FIGURA 3.18. Calculo de coeficiente de determinacién R?.

La Fig. 3.18 muestra las formulas para calcular la dispersion y los errores cuadraticos. Al
insertar la férmula para la desviacion en la celda K7 y la férmula para los errores
cuadraticos en la celda L7 utilice la opcién de arrastre para las celdas adyacentes. Notese

que los valores en las celdas K14 y L14 corresponden a la dispersién S; y a la suma de los
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errores cuadraticos S, respectivamente. Posterior a ello y a manera de ilustrar, se
etiquetan los valores S; y S, en las celdas J16 y J17. Por ultimo, se insertan las férmulas
para el coeficiente de determinacién en la celda L16 y la férmula para el coeficiente de

determinacion en la celda L17.

Paso V: Hacer la grafica de datos y la linea de tendencia de ajuste. La Fig. 3.19 muestra los
datos y la linea de ajuste exponencial en Excel. Para verificar los resultados se seleccionan
los datos y se inserta el grafico de dispersiéon. Posteriormente se ubica el cursor sobre el
grafico y al dar clic derecho al mouse aparece un campo de opciones en donde uno de ellos
corresponde al de agregar linea de tendencia. Se selecciona la linea de tendencia
exponencial y se selecciona mostrar grafico de la ecuacion y valor de R cuadrado. Asi pues,
entre los puntos aparece la linea de tendencia y la funcidn exponencial con el coeficiente
de determinacién que los representa. Si los valores de @, y R? coinciden con los
calculados el ajuste se realizé adecuadamente. Ahora bien, acorde a los resultados se tiene
que la respuesta al literal a y b (el modelo exponencial y el coeficiente de determinacién)

vienen dada por

y(x) = 42.200e00816x | R? = 0.997

B C D E F G H 1 J K L M N 0 P Q R
1
2 ) ) e _Txny-inyEx _ myepe. p2_ S5
, Ajuste Exponencial y(x) = ae® con B 721:2 “Tis y a=e"vF; pP= 5.
4

[ ummmET 120

n:inoplash'cos enel Datos (x=0-> 2008) Matriz de clculo de regresién y = 42.2e00816¢

5 | | Pacifico tropical oriental 100 R2=0.9973
6 Afio | Cy(N/m’) n Wi Iny; %2 xny; |(ny-<ny>)?| (ny-na-px)’ i
7 2008 4128 4128 | 3720 0 0.000 0262 0.000 80 *
3 2010 50.05 5005 | 3913 4 7.826 0.102 0.000 0 . 1

9 2012 59.48
10 2014 68.98
1 2016 82.95
12 2018 93.05
13 2020 112.03

59.48 | 4.086 16 16.343 0.021 0.000
6898 | 4234 36 25403 0.000 0.000
82.95 | 4418 64 35346 0.035 0.001
93.05 | 4533 100 45331 0.091 0.001
112.03 | 4719 144 56.625 0237 0.000

42 | 507.82 | 29.623 364 186.874 0.747 0.002

-
o

-
MEGIEISEIGIE
b
=]

Cantidad de micropldsticos (N /m3)

[ = [ S R 1)
o

¥

0 2 4 6 8 10 12
15 = Tiempo (Afios)
16 %x | 6000 | B | 00816 | S 0747 R 0997

7 <Iny>| 4232 a 42,2004 S 0.002 R 0.999

FIGURA 3.19. Modelo de regresion exponencial en hoja de calculo Excel.

Los resultados indican que la cantidad de microplasticos por metros ctibicos en las costas

de Galapagos se incrementan con una tendencia exponencial. El modelo explica el 99.73%
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de la variabilidad de los datos. Dado que R? es un valor préximo a 1 el modelo exponencial
proporciona un buen ajuste.

Para concluir es importante sefialar que, aunque no se trabajaron con los datos reales se
tiene que las investigaciones realizadas por OIEA (ver grafico de la Fig. 3.14) indican que
la contaminacién por microplasticos en el océano Pacifico tropical oriental seguira
aumentando en los préximos afios. Se estima que en 2030 la cantidad de microplasticos
de la regidn serd unas 3.9 veces superior a la de 2008. En 2050 se habra duplicado y sera
6.4 mayor que en 2008 y en 2100 serd 10 veces mayor a la registrada a inicios del siglo a
menos que se adopten medidas para cambiar la situacion. Las predicciones son el
resultado de modelos matematicos realizado por la comunidad cientifica. Asi pues, se
refleja parte de la importancia de construir modelos matematicos dado que los mismos
proporcionan informaciéon a futuro sobre un evento o fendmeno en particular, esto

permite tomar acciones en pro de la mejora de una determinada situacidn.

Ejercicios propuestos

Observacion:
= Resolver cada uno de los ejercicios planteados haciendo uso de la hoja de célculo
Excel.
= Construir las matrices numéricas correspondientes a cada modelo.

= Representar graficamente los datos.

1.- La siguiente tabla muestra la poblacién (en millones) de Ecuador durante 2010-2020.

(Fuente: Datosmacro.com)

Ao 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Poblacién | 14.738 15.012 15.266 15.521 15.775 16.027

Ano 2015 2016 2017 2018 2019 2020
Poblacién | 16.279 16.529 16.777 | 17.023 17.268 17.511
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a) Encontrar un modelo lineal. En
este modelo y representa la
poblacién y x el afio, donde x = 0
corresponde a 2009.

b) Determinar el coeficiente de
determinaciéon y la bondad del
ajuste. Sefale si es bueno el ajuste.

c) Utilizar el modelo para estimar la
poblacidn en el ano 2030.

d) Emplear el modelo para estimar la

tasa de cambio de la poblacidn.

2.- La poblacién p de una comunidad pequeia en los suburbios de una ciudad crece con

rapidez durante un periodo de 20 afios tal y como muestra la siguiente tabla:

p 100 200 450 950 2000

Si usted es un ingeniero ambiental que trabaja para el ministerio de ambiente debe
pronosticar la poblaciéon que habra dentro de 5 afios a fin de anticipar la demanda de
energia, el incremento de residuos y el consumo de agua, entre otras variables de interés en
el campo.
a) Emplear un modelo exponencial y lineal para efectuar dicha prediccién. En este
modelo y representa la poblacién y x el tiempo en afios.
b) Calcular el coeficiente de determinacion y la bondad del ajuste en cada modelo.
c) Indicar ciial modelo tiene mejor ajuste.
d) Utilizar la interpolaciéon de Newton de orden 3 para estimar la poblacién en el afio
que corresponde a x = 12 y comparar el valor predichos por los modelos.
e) Investigar porque el crecimiento de la poblacion es uno de los problemas

ambientales existentes y emergentes en la actualidad.
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3.-La siguiente tabla muestra la producciéon mundial de electricidad Pr (miles de millones)
a partir de fuentes renovables, excluida la hidroeléctrica (kW-h). La variable t representa el

tiempo en afios. (Fuente: Banco mundial).

Afio Produccién de
electricidad
(kW-h)

2000 217.09

2001 224.46

2002 253.26 | 2 S il Bl [

2003 277.86 Dibujo del tokamak ITER y lo sistemas integrados de la planta. El ITER

2004 316.18 (International Thermonuclear Experimental Reactor) es un megaproyecto
cientifico que intenta generar los procesos de fusién nuclear que ocurren en el sol

2005 359.31 y las estrellas para producir grandes cantidades de energia que serviria para 1

2006 405.33 alimentar las necesidades eléctricas de la humanidad por millones de afios.
Algunos articulos cientificos ya definen este proyecto como “la energia que

2007 467.44 cambiara el curso de la civilizacion” o “el mayor salto de la humanidad”.

2008 543.40 Comparada con las energias renovables, la fusion tiene todas las ventajas y ninguno
de sus inconvenientes. La edlica, la solar y la hidraulica son limpias, pero no

2009 631.82 permanentes: la falta de viento, de luz solar o de agua les impide producir energia

2010 765.44 todas las horas del dia todo el afio. La energia de fusion si lo haria. Fotografia: ITER

Tokamak and Plant Systems (Crédito imagen Wikipedia).

a) Encontrar un modelo cuadratico. En este modelo y representa la produccion de
electricidad y x el afio, donde x = 0 corresponde al afio 2000.

b) Calcular el coeficiente de determinacion y la bondad del ajuste. Sefiale si es bueno el
ajuste.

c) Utilizar el modelo para estimar la produccion de electricidad en el afio 2015. El valor
reportado por el banco mundial para este afio fue 1.64 billones (kW -h) ;Como se

compara este valor con el predicho por el modelo?

4.- La siguiente tabla muestra las horas de sol en la ciudad de Miami durante el afio a lo largo

de los meses. (Data: 1999 - 2019: Horas de sol, Fuente: climate-data.org.)

Meses Enero | Febrero Marzo Abril Mayo Junio
Horas de sol (h) 6.8 7.4 8.2 9.4 10.1 10.3
Meses Julio | Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre

Horasdesol (h) | 10.3 9.8 9.1 8.2 7.4 6.8
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b)
c)

d)

5.- En la ingenierfa ambiental,

Encontrar un modelo trigonométrico de la forma y(x) = A + C sin(wyx + ¢). En este
modelo y representa las horas de sol y x el tiempo en meses, donde x =1
corresponde al mes de enero.

Hallar el coeficiente de determinacion. ;Es bueno el ajuste?

Utilizar el modelo para estimar las horas anuales promedios del sol en la ciudad. ; Qué
término del modelo se utiliz6? y ;Cual es el periodo? Explicar la respuesta.

Investigar la importancia del estudio de las horas de sol en la ingenieria ambiental.

las reacciones enzimdticas se utilizan mucho para

caracterizar reacciones mediadas biolégicamente. A continuacion, se dan expresiones de

tasas propuestas para una reacciéon enzimatica, donde [S] es la concentraciéon del sustrato y

vy es la tasa inicial de la reaccion.

a)

[S], M 0.01 0.05 0.1 0.5
V0,107 M /s | 6.3636x1075 | 7.9520x1073 | 6.3472x107% | 6.0049
[S], M 1 5 10 50 100

v, 1076 M /s | 17.960 24.425 | 24.491 | 24.500 24.500

Encontrar un modelo no lineal de la forma vy, = k[S]3/(K + [S]®) cona; = 1/k y

a, = K/k. Los coeficientes a, y a, son solucion del sistema de ecuaciones:

aGn+a; ; 1/18:0° = Z 1/vy;
a ) /ISP +a, ) 1/150° = D 1/ ilSiP?
i=1 i=1

i=1

que se obtienen de minimizar

b) Hallar el coeficiente de determinacidn. ;Es bueno el ajuste?
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c) Utilizar la interpolacion de Newton de cuarto orden para estimar v, cuando [S] =

8 M. Comparar el valor obtenido con el predicho por el modelo.

6.- A mediados de los afios 80 una especie invasora de hipopdtamos conformada por un 1
macho y 3 hembras se introdujo en Colombia y a lo largo de los afios su poblacién se ha
incrementado distribuyéndose a lo largo del rio Magdalena. Esta invasion es denominada
por los cientificos una bomba de tiempo ecolégica ya que representa un riesgo tanto para
las comunidades locales como para los ecosistemas y las especies nativas. La siguiente tabla
presenta las cronologias aproximadas de los hipopétamos en Colombia a partir del afio

1981. (Fuente: Diario el Espectador):

Afio 1981 2007 2011 2015 2021
Cantidad de hipopdtamos 4 20 28 40 130

a) Encontrar un modelo exponencial
de la forma y = a105*. En este
modelo y representa la cantidad de
hipopétamos y x el tiempo en afios,
donde x =0 corresponde al afio
1981

b) Hallar el coeficiente de
determinacion y la bondad del
ajuste. ;Es bueno el ajuste?

c) Utilizar el modelo para estimar la
poblacién de hipop6tamos en el afio
2035.

d) Investigar el impacto ambiental que
se puede desencadenar si no se

toman acciones para controlar la

reproduccién de los hipop6tamos.



Capitulo 3. Ajuste de Curvas por Minimos Cuadrados 102

7.-La siguiente tabla muestra el aumento del nivel del mar (mm) a lo largo de los afios

debido al deshielo de Groenlandia y la Antartida. (Fuente: Nature.).

Afo Aumento del nivel
del mar (mm)

1995 0.8

1997 1.0

1999 1.7

2001 2.1

2003 2.9

2005 45 Dos de los grupos de imdgenes que difunde Google en

2007 6.6 conmemoracién al dia de la tierra. E1 22 de abril del afio
2022 el Doodle de Google se suma a la lucha por el

2009 8.5 cambio climitico en conmemoracién al dia

2011 114 internacional de la madre Tierra. El buscador mas

) famoso de Internet destaca imagenes reales en lapso de

2013 14.2 tiempo de Google Earth y otras fuentes, que muestran
los impactos del cambio climatico en nuestro planeta

2015 16.9 tal y como lo es la desapariciéon de masas de hielo en

2017 17.8 glaciares y las zonas polares. Fotografia: Google.

a) Encontrar un modelo polindmico de grado 3 (regresion cibica) de la forma:

y = azx3 + ayx? + a;x + a,.

En este modelo y representa el aumento del nivel del mar y x el tiempo en afios,
donde x = 0 corresponde al afio 1995.
Sugerencia: Los coeficientes as, a,,a; y ay son soluciéon de un sistema de 4
ecuaciones que se desprende al desarrollar Ec. 3.17 hastam = 3.

b) Hallar el coeficiente de determinacion y la bondad del ajuste. ;Es bueno el ajuste?

c) Utilizar el modelo para estimar el aumento del nivel del mar para el afio 2025.

d) Utilizar la interpolaciéon de Newton de orden 3 para estimar el aumento del nivel del
mar en el afio 2012 y comparar el valor obtenido con el presentado por la revista
Nature que corresponde a 12.8mm.

e) Investigar la relacion de estos datos con el problema del cambio climatico.

8.- El umbral de audicion del oido a una frecuencia de 1000 Hz corresponde a 0 db. Una

exposicion prolongada a intensidades cercanas a 90 db puede causar un desplazamiento
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temporal o permanente del umbral de audicién (sordera) que puede alcanzar los 28db.
Considerando lo anterior, un ingeniero ambiental mide con un sondmetro el nivel de
intensidad del sonido (en decibelios) en un radio de 500 m del centro de una ciudad en

horas punta. Los resultados que obtiene corresponden alos valores presentados

siguiente tabla:

b)

d)

9.-Tres organismos patégenos decaen de forma exponencial en aguas de un lago de acuerdo

Radio (m) 10

50 100 150 200 250

Intensidad de sonido (db) | 89.90

75.85 | 69.80 | 66.26 | 63.75 | 61.80

Radio (m) 300 | 350 | 400 | 450 | 500

Intensidad de sonido (db) | 60.21 | 58.86 | 57.70 | 56.67 | 55.75

Encontrar un modelo logaritmico
de la forma y = a+ blog,gx. En
este modelo y representa la
intensidad de sonidoy x la
distancia en metros.

Hallar el coeficiente de
determinacidn. ;Es bueno el ajuste?
Utilizar el modelo para estimar a
qué distancia el nivel de intensidad
corresponde a 80 db

Utilizar la interpolaciéon de Newton
de orden 4 para estimar la
intensidad de sonido a un radio

175m.

Investigar la importancia del estudio de la intensidad de sonido en la ingenieria

ambiental.

con el siguiente modelo:

Trafico en Bombay (India). La organizacién mundial de la
salud define al ruido como todo sonido que supere los
65db. La ciudad de Bombay se encuentra entra las diez
mas ruidosas de mundo. El trafico vehicular y la
sobrepoblacion dan lugar a ruidos de més de 100db. Si
bien el ruido no se acumula o se mantiene en el tiempo
como otros contaminantes, este puede deteriorar la
calidad de vida de las personas si no se controla.
Fotografia: EL confidencial (EFE)

p(x) — Ae—1.5x _|_Be—0.3x + Ce—0.05x

en la
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donde x es el tiempo en horas. Estimar la poblacién inicial de cada organismo (4,B y C),

dadas las siguientes mediciones:

x| 05 [ 1 [ 2 3 4 5 6 7 9
p(x) | 60 [ 44|32 [ 27 [ 22 19| 17 | 14 | 11

Sugerencia: Minimizar

n
Sr — Z(pi _ Ae_l'Sxi _ Be‘°'3xi _ Ce—O.OSxi)Z
i=1

10.- El costo de una compaiiia C (en ciento de miles de $) para eliminar p% de un quimico

de su agua residual se muestra en la siguiente tabla:

p% 10 20 30 40 50 60 70 80 90
C 0.7 1 1.3 1.7 2.0 2.7 3.6 55 11.2

Un ajuste para los datos esta dado por:

ap

_ 0<p<100
& +p)(c+p) P

c(p) =

a) Estimar los parametrosa,byc.
Sugerencia: Reescribir el ajuste de la forma:
1

yl=ay+a;x+ax”

y luego minimizar

n
2
_ -1 -1
Sy = Z(}’i — Qo — A1 X; — AzX; )
i=1

b) Obtener el coeficiente de determinacion del ajuste. ;Es bueno el ajuste?
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c) Usar el modelo para encontrar el costo medio necesario para eliminar entre el 75%

y el 80% del quimico.
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| 3.9 | Proyecto para grupo: Producto ionico del agua

Los ingenieros ambientales que estudian los efectos de la lluvia dcida deben determinar el
valor del producto iénico del agua K,, como funcién de la temperatura. Los cientificos

sugieren la siguiente ecuacidn para modelar dicha relacion

a
—logloKw=?+blog10T+cT+d

siendo a, b, c y d constantes.

a) Demostrar a partir de la minimizacién del cuadrado de los residuos haciendo x =T
y ¥ = K,, que la forma de obtener los coeficientes para construir el modelo (a partir

de un conjunto de datos) se obtiene resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

n

nd+cz x;+b loglo X; +az Zlogloy,

=1 i=1

n

n n
dei +ch +b2xllog10xl + an —Zx,logloyl

i=1 i=1 i=1
n n n

leogmchle logmxl+b2(logmxl> +a) x oguox; = Zlogloxl logao ¥

i=1 i=1 =1 i=1

d Z Y+cen+b Z Ylogio x; + az Z Yogio i

b) Insertar la siguiente tabla que muestra el producto i6énico K,, (moles/L) en funcién

de la temperatura absoluta (K) (Fuente: Chapra y Canale) en una hoja de calculo

Excel.
K,,(moles/L) 273.15 283.15 293.15 303.15 313.15
T (K) 1.164x10-15 2.950x10-15 | 6.846x10-15 1.467x10-14 | 2.929x10-14

A partir de los datos disefiar una hoja calculo que permita obtener cada una de las

sumas y asi formar (en la misma hoja) el sistema de ecuaciones 4x4.
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Resolver el sistema de ecuaciones en la hoja de calculo Excel insertando el método
de la matriz inversa.

Indicar en las celdas cada una de las soluciones.

Hallar el coeficiente de determinacion y la bondad del ajuste. ;Es bueno el modelo?
Graficar la curva teoérica junto con los puntos muestrales.

Analizar los resultados acerca del comportamiento del producto iénico.

Realizar una investigacion resaltando la importancia del estudio del producto i6nico

en el campo de la ingenieria ambiental.



CAPITULO 4

INTEGRACION Y DIFERENCIACION NUMERICA

En este capitulo se presentan las férmulas de integracion y

diferenciacion numérica producto de aproximar una funciéon f(x) a un

polinomio p(x) de grado n.

4.1. Solucion numérica de una
integral definida.

4.2. Integracion numérica:
Formula de integracion de
Newton-Cotes.

4.3. Derivacion numérica:
Formula de Taylor y
diferencias finitas dividas.

4.4. Ejercicio de aplicacion:
Calculo de consumo de energia
eléctrica en un horario
nocturno.

4.5. Ejercicios propuestos.

4.6. Proyecto para grupo:
Hidrogeometria de una
corriente

Vista nocturna del condado de San Diego, Estados Unidos. El

consumo global de electricidad (que habia retrocedido un
0,7 % en 2020 por la crisis de la COVID-199) crecié un 5,5 %
en 2021, lo que se traduce en un 4,8 % mas por encima de
su nivel de 2019. Las grandes ciudades tienen un elevado
consumo de energia eléctrica. En ingenieria ambiental se
analizan estos tipos de datos con el propésito de estudiar su
impacto en el medio ambiente. ;COmo podria usarse la
integracion numérica para calcular el consumo total de
energia eléctrica en un horario nocturno en el condado de

san Diego? (Vea seccion 4.4). Fotografia: Wallhere

1
a

y
b
jf(x)dx
(A [
verdadera . verdadera
G
f@ | e |
b : , v\ f(x)
[ reax P
a A
aproximada i 1 i
H i !
| = 4y
b Xi-1 X Xit+1

Integral definida aproximada por trapecios y una derivada en un punto,
aproximada a partir de dos puntos.
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4.1 Solucion numérica de una integral definida

Sea una funcidn f (x) continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], tal y como
muestra el grafico de la Fig. 4.1. La regidn acotada por la grafica de f, eje x y las
rectas verticales x = a y x = b se le conoce como area bajo la curva [5,7]. En el
lenguaje del calculo, el area bajo la curva se determina mediante la siguiente integral

definida:

b
A= ff(x)dx. (4.1)

Acorde ala estructura de la funcién f(x), en un curso de calculo integral se presenta
que el calculo de area bajo la curva puede proporcionar resultados exactos
empleando las propiedades, los métodos o las técnicas de integracion y el teorema
fundamental del calculo. En este sentido, en la Fig.4.2 se muestra la region y el
x

procedimiento utilizado para hallar el 4rea bajo la curva de la funcién f(x) = xe~

limitada por el eje x entre lasrectas x = 1/2y x = 2.

b
Area = jf(x)dx

f(x)

Area

e 8

a b

FIGURA 4.1. Area bajo la curva

Ahora bien, existen integrales donde el calculo del area bajo la curva no es trivial y

no se pueden obtener soluciones exactas. Es decir, no es posible hallar la
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antiderivada F en términos de funciones elementales, tal que F'(x) = f(x) a pesar
de aplicar los métodos, propiedades, técnicas y teoremas antes mencionados.
Algunas de estas integrales con soluciones no exactas tienen diversas aplicaciones

en ciencias e ingenieria como por ejemplo las que se presentan en la Fig. 4.3.

1.-Método de sustitucion y
Z 7 t=2x si x=1/2 =2t=1 -
— —2x — —
A—J"e dx E> x=t/2 six=2 ot=4 f(x) =xe
1/2
dx = dt/2
o 2.-Propiedad de linealidad 1
1 b b
= =i
= ZJ te~tdt > fkf(x)dx = kff(x)dx
1 a a
X 3.-Técnica de integracién por partes Area
1 4 -t v=|e tdt
=—|-tet +fe‘ta't f _ ,f z J
4 [ | 1 J [::> udv = uv vdu du = dt -
4.-Tabla
1 4 4 —tgs -t —_—X
=_|—te ] —et ] fe dt = —e
1 [ erlymerly 1 2
5.-Teorema fundamental del cilculo 2
b
1
= P [(De *+Met—e*+e] E:> ff(x)dx =F(b) — F(a) F = antiderivada de f
1 5
A= (E el 1 874') u? |:> Solucién exacta
FIGURA 4.2. Desarrollo del calculo de la integral definida.
y 'Y T
fx)
Area Area Area
— X — X —x
0 b4 -2 2 0 N
- 2 VT
. sin x T a 1 _ 2/2 T 5 .2 T
Area:f dx =777| Area = f—e X ldx =227 Area= | sinxdx =7277?|
x 0 T 0 ] 0
0

FIGURA 4.3. Integrales definidas que no admiten antiderivadas fundamentales.
Por consiguiente, para determinar el area bajo la curva de integrales definidas cuyo

integrando no admite antiderivadas se debe recurrir a técnicas de aproximacién
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numéricas. Estas ultimas tienen una gran ventaja dado que ofrecen un medio para
calcular integrales definidas sin conocimiento de las reglas, propiedades, métodos y
técnicas de integracién y también permiten efectuar integracion de funciones

tabuladas como es el caso de datos experimentales.

4.2 Integracion numérica: Formula de integracion de Newton-Cotes

Las formulas de Newton-Cotes son un tipo de técnica de integracién numérica mas
utilizada. Se basan en la estrategia de reemplazar una funcién complicada o datos

tabulados por un polinomio de aproximacién que es facil de integrar:
b b
A= ff(x)dx = ffn(x)dx con fo(x) =ag+a;x+ -+ a_1x" T +ax™  (4.2)
a a

siendo n el grado del polinomio. Por ejemplo, en los graficos de la Fig. 4.4 se utiliza
un polinomio de grado cero (una linea recta horizontal) como una aproximacién. A
su vez se presenta la aplicacion de un polinomio de primer grado y segundo grado

(linea recta y parabola respectivamente) con el mismo propdsito.

y y y
folx) = ag () =ag+a;x [ f2(x) = ap + a,x + apx?
d
q
f(x) )
@ :
@ b * a b % a b x

FIGURA 4.4. Aproximacion de la integral mediante el area bajo la curva: Una linea horizontal, una linea
recta y una parabola.

Noétese en los graficos de la Fig. 4.4 que a medida que se incrementa el grado del

polinomio se obtiene una mejor aproximaciéon. También puede notarse que parte de
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las regiones aproximadas no incluyen en su totalidad a la region real (ciertas

regiones se muestran por exceso y otras por defecto). En consecuencia, para obtener

una mejor aproximacion (disminuyendo el exceso y defecto) la integral también se

debe aproximar usando un conjunto de polinomios aplicados por pedazos a la

funcion de los datos sobre segmentos de longitudes constantes. Por ejemplo, los

graficos de la Fig. 4.5 presentan dos, tres y cuatro segmentos de lineas para

aproximar el area. El calculo no solo se limita a lineas rectas sino también a todos

los polinomios de grado n.

£ /()

fC0)

X —

FIGURA 4.5. Aproximacion de la integral mediante el area bajo la curva: dos, tres y cuatro.

Por ultimo, se destaca que las formulas de Newton -Cotes a presentar son de tipo

cerrada, es decir aquellas donde se conocen los datos al inicio y al final de los limites

de integracion.

4.2.1 Regla de punto medio

Sea f una funcion continua en el intervalo [a, b]. La regla de punto medio para

aproximar el area bajo la curva representada por la integral definida esta dada por:

b n
[ reodx ~ b%zl FGE)

con

(4.3)
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b—a

2n

X =x9+R2i—-1) Xxo=a e i=123,.n (4.4)

Esta regla es un caso particular de la férmula de Newton-Cotes para casos donde el
conjunto de polinomios de la forma de la Ec. 4.2 es de grado cero. Geométricamente
el area bajo la curva puede aproximarse mediante una suma finita desde i = 1 hasta
n rectangulos de igual base Ax = (b — a)/n y altura f (x;). La localizacién X; de cada

punto medio se presenta en la Ec. 4.4 y se ilustra en los graficos de la Fig. 4.6.

4 Ji€D) ooy S (X3)
f(xz)
/ N @)
A = (base)(altura) 7!
= Ax[F ()] Jibi)
=%y f(Enmr)
n
- Altur. x
f(xn)
f(x)
fx)
— — X S = —_— X
a Xi b X1 Xz X3 Xn-1 -fn‘
kAx ] a b

FIGURA 4.6. Geometria de la regla del punto medio.

Finalmente se tiene que el error porcentual aproximado &, del calculo de area bajo
la curva empleando la regla de punto medio se obtiene mediante la siguiente

formula:

(b - a)3 crr 0
Sa%ZTnzlf |100A), anSb (45)

Siendo f”' el promedio o media de la segunda derivada en todo el intervalo. Es de
resaltar que el calculo de valores medios para funciones continuas se realiza por el

teorema de valor de medio. Ndtese que el error aproximado disminuye con el
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cuadrado del numero de rectangulos n. Por consiguiente, al incrementar n el error

disminuye y por ende se tiene una mejor aproximacion.

Ejemplo 4.1 Basurologia

La basurologia es un concepto aplicado al estudio de los residuos generados por el ser
humano. El “Proyecto basura” nace como disciplina académica en 1973 en la Universidad
de Arizona (Stewart, 2008). Dicho proyecto informa que la cantidad de papel que se
desecha en los hogares por semana tiene una distribucién normal con media de 9.4 1b y
desviacidn estandar de 4.2 1b. ;Qué porcentaje de los hogares desecha por lo menos 10 1b

de papel a la semana?

Paso I: Identificar el problema matematico. Dado que se presenta una distribucion

normal, esto es:
1

oV2an

o~Cr-1?/(20%)

f&) =

Siendo f(x) la funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X. La Fig.
4.7 presenta el grafico de f(x) con media u = 9.4lb = (47/5)Ib y ¢ = 4.21b = (21/5)Ib.
Ahora bien, la probabilidad de que un hogar elegido al azar deseche mas de 101lb de papel

semanalmente es:

400

4772
P(X = 10) = f _ 2 s(x-) /882,
( ) 1 21v2r

Para evitar la integral impropia y aproximarla a una integral definida, se aproxima
mediante la integral de 10 a 25. (Es bastante seguro decir que muy pocos hogares
desechan 25 Ib 0 mas de papel semanalmente dado el volumen que representa el mismo).

Entonces:

25

P(X =10) = j

10

—25(x—%)2/882dx

——c
21V2m
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En resumen, el problema se reduce a determinar el drea bajo la curva de la funcién de
densidad de probabilidad en el intervalo cerrado [10,25]. El integrando no tiene
antiderivada elemental. Por consiguiente, para estimar la integral se emplea la regla de

punto medio conn = 6.

A B C D E F G H | J K
1
2 Graficar de la funcién Intervalo Particion | Paso Parametros
3 Flx) = g e—x-?/(20%) x 1 x 2 n h Mediap |Desviacién o
4 @Y T -10 30 30 1.333 9.4 4.2
5
6 i x i y.i 0.100
7 0 -10.0 0.000
8 1 -8.7 0.000
9 2 -7.3 0.000
10 3 -6.0 0.000
11 4 -4.7 0.000
12 5 33 | 0001 = 0.050
13 6 -2.0 0.002
14 7 -0.7 0.005
15 8 0.7 0.011
16 9 2.0 0.020
17 . 0
18 -10.0 0.0 10.0 200 30.0
37 30 | 300 | o0.000 ] x
38

FIGURA 4.7. Grafica de la Distribucion normal con ¢ = (47/5)1b y ¢ = (21/5)1b en una hoja de calculo Excel.

Paso II: Localizar los puntos medios X; (Ec .4.4) y evaluar en f

= 25-10 _ 5 —25(11.25—£)2/882
=1 > X1_10+[2(1)_1]W N f(9c1—11.25)—21 _Zne 5
=11.25 = 0.0862
= 25-10 - 5 —25(13.75—£)2/882
i=2 = x2—10+[2(2)—1]w = f(x2—13.75)—m€ 5
= 13.75 = 0.0556
_ 25-10 _ 5 —25(16.25—ﬂ)2/882
i=3 > X3 =10+ [2(3) — 1] 206) = f(x; =16.25) = 21— %e 5
= 16.25 = 0.0251
o 25-10 _ 5 —25(18.75—ﬂ)2/882
f—4 s B=10HR@O -5 f(x4—18.75)—me 5

=18.75 = 0.0080
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25—-10 47\2
_ s =10 +12(5) — 1 c = 2125) = -25(21.25-") /882
P +[2(5) — 1] 26) = f(xs = 21.25) —Zlme >
= 21.25 = 0.0018
25—-10 47\2
_ c —10+1206) — 1 ¢ = 2375) = -25(23.75-") /882
= 23.75 = 0.003

Paso III: Hacer una grafica de los rectangulos a partir de los valores de x; y f(X;). La

Fig.4.8 muestra la aproximacidn del area por rectangulos en una hoja de calculo Excel.

A B C D E F G H I 1 L M N Q P Q
1
2 Integral de la funcién Limites de integracion |Rectingulos| Base Pardmetros Regla del punto medio
3 o = LRy B 5 x2 n Ax | Mediap |Desviaciéna| pob- aiﬂi.) s mmat (e 1)1) -a
4 CRELE 10 25 6 2500 | o4 42 = 2n
5
5 i xi | f(xi) 0.100 0.100
7 1 11.25 0.086
8 2 13.75 0.056
9 3 16.25 0.025
10 4 18.75 0.008
1l 5 21.25 0.002
12 6 23.75 0.000 = 0.050 =.0.050
13
14 integral
:: 0.008
18 11.25 13.75 16.25 18.75 21.25 23.75 100 150 200 250
19 x
20
21|

FIGURA 4.8. Calculo de area empleando la regla de punto medio con n = 6 en una hoja de calculo Excel.

Paso IV: Emplear la regla del punto medio Ec. 4.3

25 6

2 2
f 5 e—zs(x—%) /8823, _ 25-10 5 e—zs(azi—%) /882
) 21v2m 6 Zl 21VZn

f(xp)

5
=— [0.0862 + 0.0556 + 0.0251 + 0.0080 + 0.0018 + 0.0003
f(x1) f(x2) f(x3) f(x4) f(xs) f(%e)

= 0.4423

Por lo tanto, cerca del 44.23% de los hogares desecha semanalmente mas de 10 Ib de

papel.

Paso V: Calcular el error aproximado (Ec. 4.5). La integral definida de f"' en [10, 25] es:
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25
1 f 125 (2547 — 470x +1768) _y5(, 47
e

T 25-10 J 4084101V2m

2
/8821y = 0.0002

fll

Asi

(25 — 10)3

w = —10.0002] 100% = 0.089
Ea% 24’(6)2 | | % %

A pesar que el resultado tiene un error aproximado pequefio, este puede mejorar

incrementando el nimero de rectangulos.

4.2.2 Regla de los trapecios

Sea f una funcién en el intervalo [a, b]. La regla del trapecio para aproximar el area

bajo la curva representada por la integral definida esta dada por:

b n-1
h—
ff(x)dx ~ Ta [f(xo) + 2 Z fQx) + f(xn)] (4.6)

donde la localizacion de los puntos x; se calcula como:

b—a

X; = Xg +( )i con {=0123,nyxyo=a (4.7)

Esta regla es un caso particular de la férmula de Newton-Cotes para casos donde el
conjunto de polinomios de la forma de Ec. 4.2 es de grado uno. Geométricamente el
area bajo la curva puede aproximarse mediante una suma finita desde i = 1 hastan

trapecios de igual base Ax = (b — a)/n y altura promedio [f(x;_;) + f(x;)]/2 taly

como se muestra en los graficos de la Fig. 4.9.
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y ¢
[ f(xiq\ e A = (base) (altura p;‘omedlo) f(xQ/lf,Eﬁ)ﬂx\g)
f(xal)/
o [f(xi_l) + f(xi)] )
= —2 \
fxn-2)
_b-a [f (- +f (xf)]
n 2 f(xnfl)
f(x) fx)
a Xi—q Xi b — Xg X1 Xz X3 Xn—1 Xn —
FAXP{ Xp=a Xn = b

FIGURA 4.9. Geometria de la regla del trapecio.

Por ultimo, se tiene que el error porcentual aproximado &,4, del calculo de area bajo

la curva empleando la regla del trapecio se obtiene mediante la siguiente formula:

_b-a 5, 1009 <x<bh 4.8
€a%—W|f| %, asx< (4.8)

Notese que el error disminuye con el cuadrado del numero de trapecios. En
consecuencia, a medida que se incrementa el nimero de trapecios n se tiene una

mejor aproximacion.

Ejemplo 4.2 Basurologia

Aproximar el area bajo la curva de la funciéon de densidad de probabilidad del ejemplo

anterior empleando la regla del trapecio conn = 6.

Paso I: El problema matematico. Calcular

25

P(X = 10) = f

10

47\?
e~ 25(x=5) /8825, 10 <x <25

21V2m
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V_alm' dela 0.445
integral

L

N 4

>

0.015

17.5
x

20.0

i o

225

0.000
25.0

0.000

Paso II: Localizacion de los puntos x; (Ec .4.7) y evaluar en
p i y
(25— 10) ~25(10 oo—ﬂ)z/ssz
_ xo =10+ ——(0 xo = 10.00) = ———e NS
i=0= "o s (O = [ TN
= 10.00 = 0.0940
(25 -10) -25(12 so—ﬂ)z/ssz
x;, =10+ —(1 x; =12.50) = e =Y
i=1= " s D 5 [ ) 21V2m
=12.50 = 0.0723
(25 — 10) ~25(15 oo—ﬂ)z/ssz
x, =10+ —(2 x, = 15.00) = ——— T
i=2= "2 e W s [ ) 21V2m
= 15.00 = 0.0391
(25 —-10) ~25(17 so—ﬂ)z/ssz
_ x3 =10+ —(3 x; = 17.50) = e ~PTs
i=3=> % s & o )= oz
=17.50 =0.0148
(25 — 10) ~25(20 oo—ﬂ)z/ssz
=10+ ——~(4 x4 = 20.00) = —— TS
=4 T g W s =000 =
= 20.00 = 0.0039
(25 —-10) ~25(22 5o—£)2/882
_ xe =10+ ———(5 x: = 22.50) = ——— ]
i=5= "5 5 & = S ) 2121
= 22.50 = 0.0007
(25 —-10) ~25(25 oo—ﬂ)z/ssz
_ xe =10+ —=(6 xs = 25.00) = —— 0073
i=6= 76 g © = [ ) 2121
= 25.00 = 0.0001
; Integral de la funcién Limites de integracién | Trapecios | Base Pardmetros Regla del punto medio
i f(x):g‘/lﬂef(xfy)#(z.ﬂ] xl_ui xz_sz : Zﬁzu Ma::ap Desviacién g ’:b;lalf(’(ﬂ)ﬂzf(’“’*f“")l ;x,:a+(b;a)l
Z i xi | fei) 0100 1 000 0100
7 0 10.0 0.094
8 1 12.5 0.072
9 2 15.0 0.039
10 3 17.5 0.015
1 4 20.0 0.004
12 5 225 0.001 - 0.050 > 0.050
13 6 25.0 0.000 0.039

100

250

FIGURA 4.10. Calculo de area empleando la regla del trapecio con n = 6 en una hoja de calculo Excel.
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Paso III: Hacer una grafica de los trapecios a partir de los valores de x; y f(x;). La Fig.4.10

muestra la aproximacion del area por trapecios en una hoja de calculo Excel.
Paso IV: Emplear la regla del trapecio Ec. 4.6

25

f 5 e—zs(x—%)z/sszd _25-10] 5 —25(10.00—%)2/882

—— X =—— e +
2 21V2m (2)(6) |21V2r
f(x0=10)
= 5 47\? 5 47\?
ZZ e-ZS(Xi-?) /882 6—25(25—?) /882
£i212m 21V2m
flxp) f(xe=25)

5
=— [0.0940 +2 (0.0723 + 0.0391 + 0.0148 + 0.0039 + 0.0007)
f(10) f@12.5) f(@15) f(17.5) f(20) f(22.5)

+ 0.0001]
f(25)
25

5 (. 4TV
j 25(x5) /892 3, _ .4448

—ce
21v2m

10

Integrando numéricamente con la regla del trapecio se concluye que cerca del 44.48% de

los hogares desecha semanalmente mas de 10 lb de papel.

Paso V: Calcular el error aproximado (Ec. 4.8). La integral definida de "' en [10,25] es

25
_ 1 J 125 (25x° — 470x +1768) _y5(, 47)
e

2
(- /8821y = 0.0002
" =3"10 4084101v27

10

Asi

(25 — 10)3

o, = —————1,0.0002| 100% = 0.1619
€a% 12(6)2 | | %o %

A pesar que el resultado tiene un error aproximado pequefio, este puede mejorar

incrementando el nimero de trapecios.
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4.2.3 Regla Simpson 1/3

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] y sea n un nimero par. La regla
Simpson para aproximar el drea bajo la curva representada por la integral definida

estd dada por:

n—1 n-2

b
b —
[ reoax~=22 [f(xo) +4 D fE)+2 ) O+ f(xn>] (49)

i=1,3,5 i=2,4,6

donde la localizacién de los puntos x; se calcula con la Ec. 4.6. Esta regla es un caso
particular de la férmula de Newton-Cotes para casos donde el conjunto de
polinomios de la forma de Ec. 4.2 es de grado dos. La descripcion grafica de la regla
de Simpson 1/3 consiste en aproximar las areas bajo la curva por areas formadas de
arcos parabolicos y el eje x, unido por tres puntos tal y como se muestra en los
graficos de la Fig. 4.10. Nétese que el método se puede emplear sélo si el nimero de

segmentos es par dado que los subintervalos se agrupan en pares tales que:

A=X) <X <Xy < A3 <Ay < <Xy <Xp_1<X,=b (4.10)

[X0,%2]  [X,%4] [Xn_2, %]

Para finalizar, se tiene que error porcentual aproximado &,¢, del calculo de area bajo
la curva empleando la regla del Simpson puede obtenerse mediante la siguiente
férmula:

(b —a)®
a% = 1g0n*

|F®]100%, a<x<b. (4.11)
Dado que el error disminuye con la cuarta potencia del nimero de particiones n, se
tiene que la regla Simpson 1/3 proporciona resultados mas precisos. Sin embargo,

requiere del conocimiento del promedio de la cuarta derivada, tarea que puede ser
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tediosa dependiendo de la estructura funcional del integrando. Ademas, esta
limitada a situaciones en las que se presenta un niumero impar de segmentos, para

este ultimo caso se dispone de la regla Simpson 3/8 (ver Ap. C).

y
flxiz) P £ f(x2)
/ -1 f(x(:/-\
f(xl) f(xn-2)
f(xnfl)
) fGe)
fx)
a Xi-2 Xi-1 X; b 7 Xo X1 Xp Xn-2 Xn—1 Xn *
FAx Xo=a Xy =

FIGURA 4.11. Descripcion grafica de 1a Regla de Simpson 1/3.

Ejemplo 4.3 Basurologia

Aproximar el area bajo la curva de la funcién de densidad de probabilidad del ejemplo

anterior empleando la regla Simpson 1/3 conn = 6

Paso I: El problema matematico. Calcular

25
—25(x—£)2/882
PX>10)= | ——e 5 dx , 10 <x <25
0 212

Paso II: Localizacion de los puntos x; (Ec.4.7) y evaluar en f. Del ejemplo anterior

i=0= x,=1000 = f(xo=10.00)=0.0940

i=1= x =1250 = f(x, =12.50) = 0.0723

i=2= x=1500 = f(x,=15.00)=0.0391




Capitulo 4. Integracion y Diferenciacion Numérica 123

i=3= x3=1750 = f(x3=17.50)=0.0148

i=4 > x,=2000 = f(x,=20.00)=0.0039

i=5= x5 =2250 = f(xs=22.50)=0.0007

i=6 = x,=2500 = f(xs=2500)=0.0001

Paso I1I: Hacer una grafica de los segmentos parabolicos a partir de los valores de x; y

f(x;). La Fig.4.12 muestra los arcos parabodlicos en una hoja de calculo Excel.

A B 9 D E F G H | J K L M N o P Q R s |
1
2 Integral de la funcién Limites de integracidn | Particién | Base Pardmetros Regla del punto medio
1 9 it -1 n—2
3 _ —-pf(ze®)| x1 x2 n Ax_ | Mediap [Desviacién o] b—a b—a
f(x) = s 1= _ .
oZn =S| 4 ) f)+2 ) f(g)+f)| s x=at :
. 10 25 6 25 94 42 3n = s i
5
6 i xi i) —e—Arcol —e—Arco2 —8—Arco3 0.100
7 0 [ 100 [ 0094 0.100 | 0,094
8 1 125 0.072
9 2 15.0 0.039
10 3 175 0.015
1 4 20.0 0.004 0050
=0
12 5 225 0.001 20,050
13 6 25.0 0.000
14
Valor dela
integral 0443 0,001 0.000
15 ar 0.000 0.000
B 100 150 200 250 100 150 200 250
17 x ®
18
19

FIGURA 4.12. Calculo de area empleando la regla de Simpson 1/3 conn = 6.

Paso IV: Emplear la regla Simpson la (Ec. 4.9):

25 2 Suma, Xx;impar
5 ~25(x-2) /882 ,  _ 5—10
e 5 dx = W 0.0940 + 4 0.0723 + 0.0148 + 0.0723 | +
b 2lvem FGro) o0 fGa)  fGe)

Suma, Xxjpar
2 (0.0391 + 0.0039> + 0.0001]
f(x2) fxq) f(x6)
= 0.4429

Al Integrar numéricamente con la regla de Simpson se concluye que cerca del 44.29% de

los hogares desecha semanalmente méas de 10 lb de papel.
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Paso V: Calcular el error aproximado (Ec. 4.11). La integral definida de f® en [10,25]

es:
@ = 1 f 31250 (125x* — 4700x3 + 53040x2 — 166568x — 76378) e_zs(x_%z ss2 g,
25-10) 1588560093162v21
= —0.00003
Asi
(25 —10)°

v = 2 |-0.00003| 100% = 0.0139
€a% = 1g0(6) | | 100% %

Acorde a los resultados se tiene que la regla Simpson 1/3 proporciona una mejor
aproximacion y requiere menos cantidad de particiones en el calculo al compararlos con
la regla de trapecio y de punto medio respectivamente. En efecto se tiene que cerca del
44.29% de los hogares desechan semanalmente mas de 10 Ib de papel con un margen de
error aproximado de 0.013%. Los ingenieros ambientales aprovechan estos resultados

para generar planes de reciclaje y consumo en la poblacion.

4.3 Derivacion numérica: Formula de Taylor y diferencias finitas

divididas

Sea una funcién f y sus primeras n + 1 derivadas continuas en un intervalo que

contiene a y x, entonces el valor de la funciéon en x este dado por:

F) =f@+f@)x—a) + f';(,a) =)+t f’;('a) (x—a)*+R, (412)
donde R,, es el residuo
) e
A (x —a)"*! (4.13)

En la literatura la Ec. 4.12 se le conoce como serie de Taylor o formula de Taylor

y ala Ec.4.13 como la forma de Lagrange del residuo, con ¢ equivalente a un valor
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de x en el intervalo x — a mediante el cual la funciéon toma un valor promedio. Si se
omite el residuo, el lado derecho de la Ec. 4.11 es la aproximacion del polinomio de
Taylor para f(x). En términos generales la formula de Taylor establece que
cualquier funciéon suave puede aproximarse mediante un polinomio (Chapra y

Canale, 2007).

Ahora bien, en el calculo numérico la serie de Taylor proporciona un medio para
estimar el valor de las derivadas de una funcién en un punto x; dado (segun el caso
del orden de la derivada a aproximar) un punto o varios. En el caso particular dado
un punto posterior a x; es decir x;,; se puede expandir la serie de Taylor del

siguiente modo:

fxiv1) = fx) + f'(x)h + fnz(fi) h% + - + @h" + Ry (4.14)

Ahora truncando la serie después del primer término con la primera derivada y

despejando f'(x;) se obtiene:

+ 0(h) (4.15)

£ = f(x)ic+1) — f(x;) FO(t,, —x;) = f(xH_l)h— f(x)

i+1 — X

donde (el error es O(h)) a f(x;41) — f(x;) se le conoce como la primera diferencia
hacia adelantey a h = x;,; — x; se le llama el tamafio del paso o incremento, esto es,
lalongitud del intervalo sobre el cual se realiza la aproximacion. Se llama diferencia
hacia adelante porque usa los datos en i e i + 1 para estimar la derivada. Asi a
partir de la formula de Taylor, la férmula para estimar el valor de las derivadas de
una funcién en un punto x; de diferencia a hacia atras dado un punto anterior x;_;

€s:

fQ) = f(xi-1)
h

f'(x) = + 0(h) (4.16)
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Por ultimo, la férmula para estimar el valor de las derivadas de una funcién en un

punto x; de diferencia centrada dado x;_; y x;,4 esta dada por:

Fllx) = f(xi+1)2_hf(xi—1) +0(h?) (4.17)

La Fig. 4.13 muestra la representacidn grafica de la aproximacion de primer orden

hacia adelante, hacia atras y centrada respectivamente.

Derivada verdadera

J@x) fx)

FIGURA 4.13. Graficas de aproximaciones con diferencias finitas de la primera derivada: hacia adelante, hacia
atras y centrada.

Finalmente, para la determinacion de los errores de truncamiento se emplea la
formula de Lagrange para los residuos donde el término residual de la Ec. 4.14 es

ahora:

_ TARIC3) P+
"o(m+1)!

= 0(h"*1) (4.18)

siendo el subindice n el que indica que este es el residuo en la aproximacion de
n —ésimo orden y € es un valor de x que se encuentra en algiin punto entre x; y x; 1.
El valor de ¢ es de gran importancia porque proporciona una estimacion exacta del
error. Por otro lado, la nomenclatura 0 (h"*?1) significa que el error de truncamiento

esde orden h™*1, esdecir, el error es proporcional al incremento hala (n + 1)ésima
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potencia. Notese que se obtiene una mejor aproximacion de las derivadas cuando

h — 0 esto es cuando x;,, 0 x;_; son proximos a x;.

4.3.1 | Formulas de diferenciacion de orden superior hacia adelante, hacia

atras y centrada

Lo que sigue es un resumen de las férmulas de diferenciacién que se pueden obtener
a partir del desarrollo en series de Taylor. Se presentan dos versiones para cada
derivada siendo la ultima versién mas exacta porque emplea un mayor nimero de
términos en la expansion.

e Diferencias finitas de primer, segundo y tercer orden hacia adelante

f'l) = w +0(h) (4.19)
£l = 4f (1) — fs;;”) —3f0) 0(h?) 4.20)
1) = f(xiva) = 2f h(:ciﬂ) D, 0 @21)
1) = —f (xiv3) + 41 (xi+2})12_ Sf(iva) +2f () (h?) @22)
F(x,) = f(xivs) = 3f (xi+zi; 3f (i) = O 03 423)
£ = —3f (Xira) + 14f (Xiy3) — 24f (riyz) +18f Criaa) = 5F () D) (424)

2h3

e Diferencias finitas de primer, segundo y tercer orden hacia atras.

fG) = fxioa)
h

f1x) = +0(h) (4.25)
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3f(x) —4f (xi—g) + f(xi—3)

F(x) = - +0(h?) (4.26)
oy = L0 Zf(x}i;) HGD) o 427)
gy 2D =5 Gi) Zz4f(xi_2) LG I 428
oy = [0 =3 Cri) - 3 (i) = ) (429)
iy = OO 187 Gia) + 247G ) = I ) 43 Gi) | s

2h3

e Diferencias finitas de primer, segundo y tercer orden centradas.

f(xis1) = f(xi-1)

f'(x) = h +0(h?) (4.31)
£l = —f (xis2) + 8f (xi+11)2—h 8f(xi-a) + f(xi-a) () (4.32)
1) = f(xi1) — 2f h(:ci) +Ga-d) o (h?) 433)
£ = —f (xiva) + 16f (xi4q) — 31022 (le-) +16f (i) — flia) 0 (439)
£ = f(xiva) — 2f (xl-+1)2;32f (1) = fri-a) o (h?) 435)
) = = FQirs) +8f (Xip2) — 13 (xipq) + 13 (xi—1) — 8 (x;—2) + f(xi_3)

8h3
+0(h*)(4.36)
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Al comparar las féormulas anteriores se concluye que la mejor aproximacion la
proporciona la diferencia centrada porque el error de truncamiento es de orden

superior.

Ejemplo 4.4 Concentracion de un contaminante en el fondo de un lago.

La primera Ley de difusién de Fick establece que:

dc
Flujo de masa = —D —
dx

donde el flujo de masa = cantidad de masa que pasa a través de una unidad de area por
tiempo (g/cm? s), D = coeficiente de difusién (cm?/s), ¢ = concentracién, y x = distancia
(cm). Un ingeniero ambiental mide la concentraciéon de un contaminante de los
sedimentos en el fondo de un lago (x = 0 en la interfase sedimento-agua y aumenta hacia

abajo) tal y como se presenta a continuacion

x(cm) 0 1 2 3
c(10° g/cm3) | 0.06 032 | 05 | 06

Utilice la mejor técnica de derivacidén disponible para estimar la derivada en x = 0.
Emplee esta estimacion junto con la Ley de Fick para calcular el flujo de masa
contaminante que desprende de los sedimentos hacia las aguas superiores (D =
1.52x107% cm?/s). Para un lago con 3.6x10° m? de sedimento ;Cu4nto contaminante

sera transportado hacia el lago durante un afio?

Paso I: Redefinir las variables, estoes x = xy y = f(x) = ¢ y hacer una grafica de los

datos

0 1.5 3
y 0.06 0.42 0.6

Notese que h = 1.5
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Paso II: Calcular la derivada en x = 0. Dada la ubicaciéon del punto, la técnica apropiada

es la derivacidn hacia delante de primer orden presentada en la Ec. 4.25. Asi

X; = 0 f(xi) = 0.06
Xiy1 = 1.5 f(xi41) = 0.42
Xit2 =3 f(xi12) = 0.6

reemplazando en la Ec. 4.25 se tiene una aproximacién para la derivada de O (h?)

Af (x141) — f(riva) — 3f () 4(0.42) — 0.6 — 3(0.06)
2h - 2(1.5) B

flx) =

“fl(x=0)=03

En efecto se tiene que ¢’(x = 0) = 3x10~7 gr/cm*

A B C ] E F G H J
1
Formulas de derivacion numerica de A (&/cm?)
cm

2 segundo orden de o(h?) gua o ¥ ga . -
3 Fle) = Af (x41) — fl42) — 3F (%) o o ) 8] = o fos]
4 2h b

5

6 | Funcién tabular |

7 5

8 i X v

g 0 0.0 0.06 ¢

10 1 1.5 042 % .

11 2 3.0 0.6 EJ =}

12

13 Derivada en x=0

14 ¥'(0) | 03 P .

15

16

17

18 &
19 Sedimento
20 |

FIGURA 4.14. Concentracion vs profundidad en la interfase sedimento-agua.

Paso III: Calculo del flujo de masa contaminante empleando la Ley de Fick con D =

1.52x107% cm?/s.

dc
Flujo de masa = —Da = —(1.52x107%cm?/s) - (3x1077 gr/cm*)
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Flujo de masa = —4.56x10" 13 gr/cm? s
El signo negativo indica que el flujo es en direccién hacia abajo.

Paso 1V: Célculo de la cantidad de contaminante transportado hacia el lago de

3.6x10° m? de sedimento durante un afio.

4cm2

10
3.6x10° m* = 3.6x10° m* ——— = 3.6x10"°cm”

lafio = 3.154x107s

cantidad de contaminante = |Flujo de masa| - (area de sedimento)
= 4.56x10"13 gr/cm? s - (3.6x10'%cm?)
= 1.64x10"%gr/s

por afio equivale a:

cantidad de contaminante = 1.64x1072 gr/s - (3.154x107s/1 afio)
= 5.18x10° gr/afio

En kilogramos la cantidad de contaminante corresponde aproximadamente a 518 kg/

ano.

4.4 Ejercicio de aplicacion: Calculo de consumo de energia eléctrica

en un horario nocturno

En esta seccion se procederda a realizar un estudio de caso de integraciéon y
diferenciacion numérica de interés en el campo de ingenieria ambiental a partir de
un conjunto de datos. Para el desarrollo del problema se emplea una hoja de calculo

Excel.
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Ejemplo 4.5 Consumo de energia en el condado de San Diego en una

madrugada

La tabla da el consumo de energia eléctrica (en megawatt) en el condado de San Diego el
8 de diciembre de 1999 desde medianoche hasta las 6:00 a.m. (fuente San Diego gas and
Electric).

t 0:00 | 0:30 | 1:00 1:30 | 2:00 2:30 3:00
p(Mwatt) | 1814 | 1735 | 1686 | 1646 | 1637 | 1609 1604

t 3:30 | 4:00 | 4:30 5:00 | 5:30 6:00
p(Mwatt) | 1611 | 1621 | 1666 | 1745 | 1886 | 2052

Empleando una hoja de calculo Excel insertar la formula de la regla del trapecio para
estimar la energia en GWh (gigawatios-hora) consumida durante el periodo presentado

en la tabla. (considere que la potencia es la derivada de la energia).

Paso I: Conversién de unidades y problema matematico. Segin los datos el registro de
consumo es cada 30 minutos que es equivalente a 0.5 hora, t; = 12: 00 a.m.= 0: 00 = 0 h,

y la potencia se convierte de MW a GW. Asi

x (h) 00 | 05 | 1.0 15 | 20 | 25 3.0
y (Gwatt) | 1.814 | 1.735 | 1.686 | 1.646 | 1.637 | 1.609 | 1.604

x (h) 3.5 4.0 45 5.0 5.5 6.0
y (Gwatt) |1.611| 1.621 | 1.666 | 1.745 | 1.886 | 2.052

donde t = xyy = f(x) = p. Ahora partiendo de la definicion de potencia p = dU/dt, se

tiene que al despejar a U, obtenemos

6
U= | f(x)dx
/

con U en unidades GWh. El problema se resume en determinar el drea bajo la curva de la

funcion tabular.
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Paso II: Personalizar la hoja de calculo para efectuar la integracion de f(x). Insertar los

datos y calcular los parametros de integracién y diferenciacion.

A B c D E F G H | ] K L M N
:
2 [ Regla del Trapecio | Formula de Trapecio
1 n-l1 -
o _b- (b—a)* .
: [Feoe=222 f(r..J+ZZ‘f<r(>+f<r.l) D= 100 en agx b
5
3 i X il ¥ Formulas de derivacion numerica de segundo orden de of ]ﬁ]
7 0 0.0 L-?H 0.204 Hacia adelante P = ~F(ia) + 4 (iva) = Bf Grian) +2f (i)
8 1 0.5 1.735 012 h
g 2 1.0 1686 0.036 Hacia atrds £l = 2f(x) = 5f (x-1) + 4f (3iz) = flxizg)
10 3 L5 L646 0.124 v h*
- - 0.07 1en) — 2F0e) + Flx
:; ; g t:zg goﬂgﬁ Centrada Ftay = ) 22 ) )
13 [ 3.0 1.604 0.048
14 7 3.5 1611 0.012
15 8 4.0 1621 0.14
16 9 4.5 L666 0.136
17 10 5.0 1.745 0.248
18 11 5.5 1.886 0.1
19 12 5.0 2.052 -0.05
20
il limites de integracion Incremento
2 a [) 0a0 n | 1z - = E22
23 b [ 600 h [ o5,
24 |
25 =C7 I
= = C19 = (C23 - C22)/E22
27
FIGURA 4.15. Personificacion de hoja de calculo y funcién tabulada.
A B c D E F G H | ] K L M N o
| Regla del Trapecio ‘ Formula de Trapecio
b n-1 N
b— b—ay
: [ Fas="22 ﬂx..wzzlﬂwrﬂx.g t e =8 L jomen a < <
[ Funcéntabular | E
5
3 i X hil v Formulas de derivacion numerica de segundo orden de of ljl
7 0 0.0 1.?L:1 0.204 Hacia adelante ey = T )+ 47 ) —SF (i) + 2 ()
8 1 0.5 1735 0.12 - hr
9 2 10 1686 0.036 ! Hacia atrds Fre = 2f (%) — 5f(xi-1) + 4 (xi-z) — f(xi-3)
10 3 L5 1646 0.124 ! v Rz
11 4 2.0 1637 -0.076 | Centrada )= Flaien) = 2F0x) + Flo )
12 5 25 1609 0.092 ' ki
13 6 3.0 1.604 0.048 !
14 7 35 1611 0.012 | b——=(2+D7-5+D8+4+D9—-D10)/((C8— C7)"2)
15 8 40 1621 014
16 E 35 1666 0.136 i (D9-2«D8+D7)/(C8—C7)"2
17 10 5.0 1745 0.248 !
18 11 5.5 1.886 [
B 12 6.0 2052 -0.05 (2+D19—-5+D18 +4 +=D17 — D16)/(C19 — C18)"2
20
21 limites de integracid Incremento
22 a [ 000 n [ 12 ((C23 —C22)/(2+E22))+ (D7 + 2+ SUMA(D8:D18) + D19)
23 b [ 600 h [ o5
24
3 = ((C23 — €22)"3/(12 = E222) » ABS(PROMEDIO(E7:E19))) 100
26 [ Valor de la integral || Error estimado |
27 it [ 1019 || Ease [ 109 ]
28]

FIGURA 4.16. Calculo de integral por la regla del trapecio y su error estimado.

Paso IlII: Calcular la integral con su respectivo error estimado. Para hallar el error estimado
se calcula la derivada numérica de orden 2 en cada punto definido por x e y. Notese que

acorde a la ubicacién de los puntos: la derivada hacia adelante se calcula solo en la celda
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E7, la derivada hacia atrds en la celda E19 y la derivada centrada en la celda E8.

Posteriormente se arrastra el calculo hasta la celda E18.

Paso IV: Hacer la grafica de la regidn de integracion. Se seleccionan las celdas con los
valores x e y y se accede a la opcion de grafico de area. Personalizando el grafico con las
opciones de Excel se puede visualizar la unién de los trapecios, tal y como se muestra en

la Fig.4.17.

A B C D E F G H | J K L M N

2 | Regla del Trapecio | Formula de Trapecio
b n—1 3

3 ff(xjd'x = bqna Flag) +zz Fix)+Fx)] 7 s = fblz:j |F o0 en a<x <k
5
(1 i X ¥ v Formulas de derivacion numerica de segundo orden de n{hz}
7 0 0.0 1814 0.204 Hacia adelante ) = i) +4F (i4) —5F i) +2f(x)
8 1 0.5 1735 012 h?
9 2 L0 1686 0.036 Hacia atrds Fr) = 2f(x;) = 5f(xiy) +“4fEr‘:7:) — flxia)
10 3 15 1646 0.124 =
1 4 2.0 1637 -0.076 Centrada Flm) = Flaira) =2F(x) + £l o)
12 5 2.5 1609 0.092 ke
13 [ 3.0 1604 0.048
14 7 3.5 1611 0.012 22
15 8 4.0 1621 014
16 9 4.5 L666 0.136
17 10 5.0 1745 0.248
18 11 5.5 1.886 0.1 .
19 12 6.0 2052 -0.05 =11
20
21 limites de integr Incremento
22 a | 0.0 n [ 12
23 b |  &o00 h | o5 0
24 00 05 1.0 153 20 25 30 35 40 45 50 53 60
25 | Valor de la integral | Error estimado | x
26 Lt [ 1019 | Ea% [ 109 |
27

FIGURA 4.17. Calculo numérico de la regla del trapecio en Excel.

Empleando la regla del trapecio en una hoja de calculo Excel se obtiene que la energia
consumida en el condado de San Diego, en la madrugada del 8 de diciembre de 1999
corresponde aproximadamente a 10.19 GWh con un error estimado en el calculo de
1.09%. En ingenieria ambiental se analizan este tipo de resultados (los relacionados con
el consumo de energia eléctrica) para estudiar el impacto en el medio ambiente entre los
cuales destacan: explotacion de recursos naturales, pérdida de biodiversidad,
contaminacién de agua y suelos y las emisiones de CO2. No obstante, para minimizar tales
impactos se generan planes de eficiencia energética que permitan lograr un mayor

aprovechamiento de la energia.
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| 4.5 | Ejercicios propuestos

Observacion:

Resolver cada uno de los ejercicios planteados haciendo uso de la hoja de calculo

Excel.

Construir las matrices numéricas correspondiente a cada modelo.

Representar graficamente las areas aproximadas, en el caso de la regla Simpson los

segmentos parabdlicos.

1.- El peso promedio de los residuos toxicos peligrosos generados por 500 industrias es de

151 toneladas métricas (t), con una desviacion estandar de 15 toneladas (Quevedo, 2006).

Si los pesos de los residuos téxicos generados por estas industrias estan normalmente

distribuidos:

a)

b)

Utilizar la regla de punto medio con
un numero de rectdngulos igual a
10 para estimar cuantas industrias
generan entre 120 t y 155 t de
residuos toxicos peligrosos.
Resolver el inciso anterior
empleando la regla del trapecio.
Utilizar la regla de Simpson 1/3 con
n=10 para estimar cuantas
industrias generan mas de 75 t pero
menos de 125 t de residuos toxicos

peligrosos.

Inspector gestionando residuos peligrosos. Para
la gestion de los residuos industriales, la ley
obliga a los empresarios a mantenerlos en
optimas condiciones hasta su entrega a un gestor
autorizado utilizando el transporte de desechos
registrado y acreditado por las autoridades,
ademas de cancelar los costes del proceso.
Fotografia: Leonardo Garcia (Leonardo-Redes)

2.- El periodo de retorno T es el tiempo que transcurre para que un evento extremo

(Inundaciones, huracanes, temperaturas extremas) sea excedido o igualado, al menos una

vez en promedio. Supdngase que una variable aleatoria x propia a caudales maximos tiene

una distribucién de Gumbel con media u = 81 m3/sy desviacién estandar ¢ = 23 m3/s, el

tiempo de retorno T (afios) correspondiente a un flujo Q. = 91 m3/s se calcula mediante

la siguiente la relacién
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Qmax

1 (e 2 _ 2

_ _ 1 —x-B)/a) —e~=B/® ) 0” = 1.645a
T 1/[1 f a’ dx| ; u=pL+0577a
0

siendo el denominador la probabilidad de excedencia y el integrando la densidad de
probabilidad de Gumbel de valores maximos de dos parametros (Mejia, 2006).
a) Estimar el tiempo de retorno usando la regla Simpson con n=20.
b) Comparar el resultado con el que se obtiene directamente de la siguiente relacion:
T=1/[1-e¢ "]
;Se presenta alguna discrepancia en los resultados?, de ser asi ;Por qué y cémo

puede mejorarse?

c) Investigar la importancia de la distribuciéon de Gumbel en la ingenieria ambiental.
3.- En la practica, la distribucion logaritmica normal (log-normal) ocurre siempre que se

encuentre una variable aleatoria, tal que su logaritmo tenga una distribucién normal. Su

densidad de probabilidad esta dada por:

x~le~Unx-p?/20* . x5 0 5>0

f(X)=m0

con yu = media y 0 =desviacion estandar. En
efecto como parte de un analisis de
prevencion de riesgos ambientales con
respecto a una planta de energia nuclear, los

ingenieros deben modelar las resistencias de

materiales (Pa) de los soportes de un |

Accidente nuclear de Fukushima (Japén). El 11 de

generador de vapor en términos de su | marzo de 2011 Japén se vio sacudido por el que se
. ., . conoceria como el gran terremoto del Jap6n oriental
habilidad para soportar la aceleracion PICO  (Tohoku). El sismo de magnitud 9.0 junto con un

d 1 il tsunami con olas de 14 metros causo el accidente en la
(g) Causada por los terremotos (Ml €T,  central nuclear de Fukushima Daiichi (considerado de

nivel 7) provocando la emision de gases radioactivos,
elementos volatiles y liquidos, en especial hacia la costa
ocednica. Fotograffa: ETHIC

Freund y Johnson, 2011).
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La opinién de los expertos sugiere que el logaritmo Ln(resistencia) se distribuye
normalmente con u= 4.0 y 6°= 0.09. La probabilidad de que los soportes sobreviviran a una

aceleracion pico ap,x €s:

Amax

1 2 /2
x)=1-— f ——x"le~(Unx-pw)?/20% gy
p(x) e

Utilizar la regla de punto medio con un niimero de rectangulo igual a 30 para estimar la

probabilidad de que los soportes sobrevivan a una aceleracién pico de 55 g.

4.- Para estimar el tamafio de una presa nueva y aprovechar de forma 6ptima el recurso
hidrico, usted tiene que determinar el volumen total de agua (m?) que fluye por un rio en

un afio. Si se dispone de los datos histéricos promedios para el rio:

Fecha Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio | Julio
Flujo (m3/s) 30 38 82 125 24 95 75
Fecha Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre

Flujo (m3/s) 60 20 22 24 35

a) Utilizar la regla de trapecio para hallar el volumen. Estimar el error porcentual
aproximado &40, del calculo.

b) Investigar acerca de la importancia que tiene el uso y aprovechamiento de los
recursos hidricos.

Sugerencia: Tenga cuidado con las unidades.

5.- Unas de las grandes aplicaciones de la teledeteccion ambiental es que permite
cartografiar el flujo del petréleo en regiones especificas, asi como la vigilancia del derrame
del producto. Considerando la anterior, la Fig. 4.18 muestra la superficie de un derrame de
petréleo. Si el espesor promedio de la mancha es de 6.21x10~7 millas:
a) Estimar el volumen (m3) del petréleo derramado usando la regla de los trapecios.
Hallar el error porcentual aproximado &4, del calculo.
b) Resolver el inciso anterior usando la regla Simpson 1/3. Estimar el error porcentual

aproximado &40, del calculo.
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FIGURA 4.18. Mancha de petroleo sobre el mar.

c) Utilizar los resultados para indicar
cuantos barriles se derramaron.
d) Investigar el impacto ambiental que

generan estos derrames.

6.- El 4rea de la superficie horizontal A; (m?) de un lago a cierta profundidad se calcula a

partir del volumen por medio de la diferenciacién:

av

A@) = -—@)

donde V = volumen (m®) y z =profundidad (m) (se mide a partir de la superficie en
direccién del fondo). La concentracién promedio (g/m?) de una sustancia contaminante

que varia con la profundidad se obtiene por integracidn:

z z
c= %J‘ c(2)A;(2)dz , A= fAs(Z)dZ
0 0

donde Z = profundidad total (m). Determinar la concentracion promedio con base a los

siguientes datos:

V,10°m3 9.8175 5.1051 1.9635 0.3927 0.0000
c,g/m? 10.2 8.5 7.4 52 4.1
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7.- La produccion de aguas residuales (y el correspondiente uso de agua) dependen del
tiempo conforme los hogares y otros usuarios del sistema incorporan el agua dentro de su
estilo de vida diaria. La Fig. 4.19 muestra los flujos de agua residual Q medidos diariamente
para una poblacién de aproximadamente 420 personas que habitan cierta comunidad. El

volumen de agua consumido se calcula mediante la siguiente integral:

tf

V=E[ Qdt (L)

a) Estimar el volumen (L) de agua
consumida usando la regla de los
trapecios. Hallar el error porcentual
aproximado &0, del calculo.

b) Estimar el volumen (L) de agua
consumida usando la regla de
Simpson 1/3. Hallar el error
porcentual aproximado &4, del

calculo.

1.051.04
1

e
=)

e
o
=

Flujo (L/s)

30.380‘383-39

4
035 3 035034

2
-

2
i

a
14 15 16 17 18 19 20 21 2223 24 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12

Horas

FIGURA 4.19. Flujo de distribucion de aguas residuales durante 22 horas.

c) Investigar la importancia de estimacién de flujos de agua y de las aguas residuales.
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8.- La ley de radiacion de Planck establece que:

2mhc?

IA,T) = 15 (ehe/AkT _ 1)

W/m?3

donde I(4,T) = intensidad de radiacion emitida por un cuerpo negro con una cierta
temperatura T (K) y longitud de onda A (m). Se tiene que las constantes son h =
6.62x1073*].s (constantes de Planck), k = 1.38x10723 J/K (constante de Boltzmann) y
¢ = 3.0x108 m/s (velocidad de la luz en el vacio). Esta ley es de gran aplicabilidad en
meteorologia y en el estudio del cambio climatico. La radiacién emitida por un cuerpo negro
como el sol (radiacidn solar) en un intervalo de longitudes de onda 1, y 4, se calcula a partir

de ley de Planck mediante la siguiente integral:

Az

R(AT) = fl(/l,T)d/l W/m?
A

Dado que la temperatura del sol es de 5778 K y aproximadamente un 99% de la radiacion
solar que llega a la superficie de la Tierra estd contenida en la banda del ultravioleta,
visible y el infrarrojo cercano con longitudes de onda entre 0.2 y 3.0 micrémetros. Para
estos valores:

a) Utilizar la regla del trapecio con n = 20 para estimar la radiacién solar.

b) Resolver el inciso anterior empleando la Regla Simpson 1/3.

c) Comparar los resultados con el que se obtiene directamente de la ley de Stefan-

Boltzmann, esto es:

R(T) = oT*

siendo ¢ = 5.67x1078W/m?K* (constante de Stefan- Boltzmann). ;Se presenta
alguna discrepancia en los resultados?, de ser asi ;Por qué y como puede mejorarse?

d) Investigar la importancia del estudio de la radiacion en la ingenieria ambiental.

9.- Durante el verano los lagos de zona templada llegan a dividirse en estratos térmicos.

Como muestra la Fig. 4.20 cerca de la superficie el agua es tibia y ligera (epilimnion) y en el
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fondo es mas fria y densa (hipolimnion) asi la separacién entre ambas masas es un plano

conocido como termoclina.

T (°C
0 0 30
L
L ]
L]
.
Epilimnion . -
=z
® Termoclina gh
E . a
=1 . =%
= 2
-
- Hipolimnion
-
-
30 -~

FIGURA 4.20. Capas térmicas de un lago durante el verano.

La localizacién de la termoclina es el punto de inflexién de la curva temperatura -
profundidad esto es T"'(z) = 0 y también el punto donde el gradiente |T'(z)| es un maximo.

Dadas las siguientes mediciones de temperaturas en las profundidades de un lago

Temperatura | 22.800 22.794 22.837 22.623 21.653 19.412 16.265 13.583
Profundidad 0 -2 -4 -6 -8 -10 -12 -14

Temperatura 12.248 11.748 11.432 11.175 11.054 11.065 11.100
Profundidad -16 -18 -20 -22 -24 -26 -28

a) Utilizar la diferenciacién numérica para obtener T'(z) y T"' (z) = 0. A partir de estos

resultados graficar T(z), T'(z) y T"' (z) = 0.

b) Estimar acorde a los resultados obtenidos el valor maximo del gradiente, la

localizacién de la termoclina y la temperatura.

c) Investigarlaimportancia del estudio de la estratificacion térmica para los ingenieros

ambientales.

10.- La ecuacién de Rosin-Rammler-Bennet (RRB)

F(x) =1—e&/x0™
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describe la distribucion de los tamafios de polvo fino, donde F (x) = masa acumulada de las
particulas de polvo de didmetro x (um), x’ y n’ son constantes. Dado x' = 30 umyn' = 1.44.

a) Generar una tabla de valores de
F(x) con h=0.2 en el intervalo
[0,PM;, = 10um]. Las PMjo son
aquellas particulas sélidas o
liquidas de polvo dispersas en la
atmésfera cuyo didmetro varia
entre 2.5y 10 um.

b) Calcular en forma numérica a partir
del resultado anterior la
distribucidén de la densidad de masa
f(x) =F'(x).

c) Graficar la distribucién de densidad

de masa f(x) y la distribucién
acumulada F (x).

d) Calcular la moda del tamafio de la distribucién de masa, es decir, el tamafo en que
f'(x) =0.

e) Encontrar el area superficial de masa de polvo por medio de

PM10

Sm =E @dx
p x

conp =1 g/cm3, dy;, = 1um y PM;, = 10um. Calcular la integral por medio de la regla

del trapecio y la regla Simpson 1/3.
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| 4.6 | Proyecto para grupo: Hidrogeometria de una corriente

La hidrogeometria de una corriente de agua consiste en especificar sus caracteristicas
hidrolégicas (velocidad, caudal, dispersién) y su geometria (profundidad, ancho, area
transversal, pendiente). Los calculos de las caracteristicas hidrolégicas son ampliamente
utilizados por los ingenieros ambientales para realizar estudios de abastecimiento de agua

y transporte de contaminantes a lo largo de los caudales (Chapra, 2008).

Superficie L;iel agua

e

.

Profundidad, ft

y=
-
e —

Seccidn transversal de una corriente de agua x = Distancia desde el margen izquierdo, ft

FIGURA 4.21. Hidrogeometria de una corriente.

La Fig. 4.21 representa una seccion transversal de una corriente y la forma de tomar datos
de profundidad y (en pies ft) en funcién de la distancia del margen izquierdo x (en pies
ft). Cominmente los puntos de los datos representan ubicaciones en las que se ancl6 un
barco y se hicieron mediciones de la profundidad. A partir de los datos de profundidad y

anchura se puede estimar el area transversal mediante la siguiente integral:
B

Ap = fy(x)dx (ft?)

0

donde B =Ancho total del canal (ft), y = profundidad (ft), y x = distancia desde unos de los

margenes (ft). En forma similar el flujo promedio Q se calcula por medio de:

B
0= f Ty(dx (f3/5)
0
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siendo U la velocidad del agua (ft/s). Nétese que la integral para hallar Q requiere el calculo
del promedio de la velocidad. En este contexto se tienen que para un conjunto de datos de
velocidad (Métodos de profundidad de dos puntos y seis décimas) se tiene que:
e Para aguas mas profundas, profundidad > 0.61 m (2 pies), las velocidades tomadas
al 20% y 80% de la profundidad total se promedian.
e Para aguas menos profundas, profundidad < 0.61 m, se toma una Unica medida de
velocidad en 60% de la profundidad.
La Fig. 4.22 muestra una tabla de datos que proporciona los valores de profundidad,
distancia de margenes y velocidad (Fuente: Chapra 1997). Los datos fueron recolectados en
Boulder Creek, Colorado el 23 de diciembre de 1994. La pendiente en el lugar de muestreo
es de aproximadamente 0.004. A partir de los valores presentados (tabla de la Fig. 4.22)

realice en una hoja de célculo Excel lo siguiente:

x (ft) 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54
v (ft) 0 13 125 085 12 185 19 175 19 225 24 21 15 1 13 12 1 08 0
Ugoy, (ft/5) 03 035 048 046 058 0.7 0.68 0.67 037 025 0.09 013 0.1 008 O
Usge, (ft/S) 04 04 029
Ugoy, (ft/5) 068 062 05

FIGURA 4.22. Datos hidrométricos de Boulder Creek

a) Efectuar un bosquejo del area transversal similar al de la Fig. 4.21.

b) Emplear algtin método numérico de integracion para determinar A7 y Q.

c) Bosquejar la geometria del método de integracion utilizado.

d) Calcular el error numérico aproximado.

e) Calcular la profundidad media, el coeficiente de dispersion longitudinal y la distancia
necesaria para obtener una mezcla lateral.

f) Investigarlaimportancia de la hidrogeometria para el manejo y aprovechamiento de

los recursos hidricos.



CAPITULO 5
SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

En este capitulo se estudiaran las técnicas numéricas que permiten
obtener soluciones numéricas de problemas de valores iniciales (PVI) y

problemas con valores en la frontera (PVF).

5.1. Solucion numérica de
un PVI de primer orden.

5.2. Método de Runge-
Kutta

5.3. Sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

5.4. Solucion numérica de
un PVF de segundo orden

(PVF) Los ingenieros ambientales modelan diversos problemas
que implican ecuaciones diferenciales ordinarias. Uno de
5.5. E]'ercicio de aplicaci(’)n: ellos (ampliamente utilizado) es el modelo llamado
Dinamica de pOblaCién depredador-presa el cual se utiliza en el estudio de ciclos de
depredador - presa. nutrientes y contaminantes toéxicos en las cadenas
alimenticias acuaticas y en sistemas de tratamiento
5.6. Ejercicios propuestos. bioldgicos. En la seccién 6.6 se presenta un modelo simple
para la dinamica de poblacién depredador - presa conocido
como modelo de Lotka-Volterra. Fotografia: Bachillerato

5.7. Proyecto para grupo:

Virtual (Plataforma Educativa).

Dinamica de fluido
7 -
atmosférico.
v PVLY = f(xy),  ¥(x) =0 y PVE:y" = f(xy.y), y@ =y  yB)=»
Condicién de
Condicidn inicial frontera
’ &
4 ’
/ l y=fx)

’

W) ‘/-\/—\_/. )
(g, ¥0) (@y1) i

1
Condicién de
frontera

Problema de valor inicial y problema con valor en la frontera.
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5.1 Soluciéon numérica de un PVI de primer orden

Considérese el siguiente problema de valor inicial de primer orden (PVI),

Resolver: y' =flxy) Sujetoa:  y(xg) = Yo (5.1)

donde y, es una constante real arbitraria dada. El problema consiste en buscar una
solucién ¢(x) (llamada integral de la ecuacion) de una ecuacion diferencial en un
intervalo I que contenga a x,, tal que su grafica (Ilamada curva integral) pase por

el punto dado (x,, y,), (ver grafico del lado izquierdo Fig. 5.1).

y Yy
y
_ ycosy —siny + x> =0
o) y(x)‘ =¢ : simplicita F(x,y)=0
12 4 s.explicita y=p(x) 5/2-
(%0, ¥0) \‘/
. /2=
<(0,1) (1,m/2)
x T T X T ' = x
e I -1 ’ ! - ’ ' ’

FIGURA 5.1. Curvas integrales.

Ahora bien, conforme a la estructura del PVI de la Ec. 5.1 el problema puede tener
una solucién exacta de tipo explicita y = ¢@(x) o una solucién exacta de tipo
implicita F(x, y) = 0 (que define una funciéon ¢(x) implicitamente). En este sentido

se tiene el siguiente par de ejemplos particulares:

y' = xy ; y(0) =1 solucién  y(x) = e**/2 (5.2)
f(::}’) S.explicita y=¢(x)

y' =2x(ysiny)™! ; y(1) =n/2 solucibn ycosy—siny+x%2=0 (5.3)
fxy) S.implicita F(x,y)=0
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donde las curvas integrales de ambas soluciones se muestran en la parte central y
en el lado derecho de los graficos de la Fig. 5.1. No obstante, existen PVI donde al
emplear métodos analiticos no se pueden obtener soluciones exactas en términos
de funciones fundamentales. Sin embargo, para este tipo de escenario es posible

construir una solucién aproximada utilizando métodos numeéricos.

Resolver: y" = yes* Sujetoa: y(0) =1 y
—_—
F(xy)
Solucién numérica
Xp Yn
Solucién exacta y = ¢(x) =??2?7? 0 1.0
explicita 0.1 1.1
0.2 1.2
0.3 1.4
0.4 1.6
Solucidén exacta F(x,y) =?22?? 0.5 1.9
T impleia 0.6 2.3
0.7 2.7
0.8 3.3 o x
0.9 41 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11
1 5.1

FIGURA 5.2. Solucién numérica, método RK4, de y' = ye*"*, y(0) = 1en[0,1] con h = 0.1.

Independientemente de si se puede realmente encontrar una solucién explicita o
implicita, si existe una solucién de una ecuacién diferencial, ésta se representa por
una curva suave en el plano cartesiano. La idea basica detras de cualquier método
numérico para resolver un PVI de primer orden es de alguna manera aproximar los
valores de y de una solucion para valores de x preseleccionados. Primeramente se
parte con un punto inicial dado (x,,y,) de una curva solucién y seguidamente se
procede a calcular paso por paso una secuencia de puntos
(x1,y1), (x2,¥2), .., (X, yn) cuyas coordenadas y, y; se aproximan a las
coordenadas y, y(x;) de los puntos (x1,y(x1)), (x2,¥(x2)), .., (%0, ¥(x)) que
yacen sobre la grafica de la solucion normalmente desconocida (Zill y Wrigth, 2015).
Tomando las coordenadas x mas cercanas y uniendo los puntos por segmentos
cortos se obtiene una curva poligonal cuyas caracteristicas son cercanas a la curva
integral de la solucién real. El dibujo de curvas es algo que bien se puede hacer en
una computadora. En tal sentido se puede decir que existen programas de computo

escrito para implementar métodos numéricos o para mostrar una representacion
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visual de una solucién aproximada que ajuste los datos numéricos producidos por
este segundo método, a este tipo de programas se les conoce como solucionadores
numéricos (Zill, 2018). En la Fig. 5.2 se presenta (a manera de ilustracién) la
conexion natural entre los puntos de la grafica producidos por un solucionador

sinx

numeérico para el PVI y’ = yeS""*, y(0) = 1 en el intervalo [0,1] obtenida con el

método RK4 (presentado en la Sec. 5.3) usando el tamafio de paso h = 0.1.

5.1.1 Método Euler: Aproximacion por rectas tangentes

Dado un PVI
y' =f(xy), vy =yo (5.4)

que tiene una solucién desconocida y(x). Una manera de aproximarse a la solucién

es empleando el método de Euler, el cual posee la siguiente estructura matematica:

YVier =Yt hf(xpy), xipi=x+h i=0123,.., (5.5)

donde f es la funcion pendiente obtenida de la ecuacién diferencial y' = f(x,y)
(Nagle, Saff y Snider, 2005). El uso recursivo de la formulacién para i = 0,1,2,3 ....
produce las coordenadas y: y;, 5,3, ... de puntos en rectas tangentes sucesivas
respecto a la curva solucion en x4, x5, X3, ... 0 x;;1 = x; + h, donde h es el tamafio del
paso entre Xx; y x;,1. Los valores y;,y,, y3, ... aproximan los valores de una soluciéon
y(x) del PVl en x4, x5, X3, .... Geométricamente la pendiente estimada f (x;, y;) se usa
para extrapolar desde un valor anterior y; a un nuevo valor y;,; en una distancia h
tal como se aprecia en los graficos de la Fig. 5.3.

Por otro lado, se tiene que al resolver numéricamente un PVI se presentan dos tipos
de error: En primer lugar, se encuentra el error de redondeo el cual se produce
debido a que los diferentes tipos de calculadoras y computadoras sélo pueden
representar numeros finitos de digitos. En segundo lugar, se tiene el error de

truncamiento que a su vez se divide en dos, el local que resulta de la aplicacion del



Capitulo 5. Solucién Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

meétodo considerado en cada paso y el propagado que resulta de las aproximaciones
producidas durante los pasos previos. Con la suma de ambos se obtiene el error de

truncamiento total.

Curva solucion

Curva solucién
Curva aproximada

(3, ¥3)
error

(2, ¥2)

(i1, Yie1)
Vi1 = ¥i + (x5, v0)
' pendiente = f(x;,y;)

(xi, y1)

(o1, 71)

| \ |
X Xipp =X th Xo X1 X3 X3

Tamafio de paso = h

FIGURA 5.3. Aproximacién de y(x) por rectas tangentes interpoladas.

Particularmente el error de truncamiento local se obtiene a partir de la serie de

Taylor al expandir en diferencias hacia adelante, esto es:

Y =yt Gpy) + 0(h?) (5.6)
F l—dEl—zl Error de truncamiento local
omula de Euler=yj,

Notese que el método de Euler corresponde a la serie de Taylor hasta el término
hf (x;,y;) y el error de truncamiento local es proporcional al cuadrado del paso. Sin
embargo, la serie de Taylor no ofrece una medida del error propagado ni del error
de truncamiento global. En términos generales se resalta en la literatura que si un
método para la soluciéon numeérica de un PVI tiene un error de truncamiento local de
orden h™*1, entonces el error de truncamiento global es de orden h™. No obstante,
en el caso de aplicar el método de Euler, el error seria proporcional al tamafio del
paso. A manera de ilustrar la dependencia en la precision de la aproximacion con el

tamafio del paso h, en los graficos de la Fig. 5.4 se mostraran tanto la solucién exacta
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como la numérica para los distintos valores de h, esto al emplear el método de Euler

enel PVI y' = ycosx,y(0) = 1 en el intervalo [0,4].

PVL: y"=ycosx, y(0) =1 soluciébnexacta y = e5"* en[0.4]
|
fxy)
y , y — P —
: h =1,desde i = 0 hasta 4. . h = 0.5,desde i = 0 hasta 8
3.50 200
00 08 . 232 7 N\ -
2.50 -
2.50 2327 S48 v
216 248
2.00 2.00
2.00 1.80
150 N 150 L35
1.00 {71.00 \ 1.00 [“1.00 1.1
0.50 047 EC 047
0.00 0.02 > x 036
0.00 1.00 2.00 3,00 400 o0 %
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
)T] h =0.25,desde i = 0 hasta 16 2} h = 0.125,desde i = 0 hasta 32
3.00 3.00
= 267 g 258
2.50 232 /7 250 2324
2.24 248 4 228 248
2.00 2.00 4
/
V4
1.50 150 |/
1.24 / 1.19
100 100 115 N 1.00 “1.00 1155
0.50 w47 050 =047
0.43 0.45
0.00 - X 0.00 - X
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
/\ Curva integral solucién Curva integral aproximada
Valor verdadero—valor aproximado
Soluci6én aproximada y,, Ey, = I valor vordadero I 100%
X, Valor real
h h
1 0.5 025 | 0125 1 | o5 0.25 0.125
0 1 | 1 1 | 1 1 0 0 | 0 0
1 2 2.16 2.24 2.28 2.32 13.78 6.97 3.45 1.7
2 3.08 2.84 2.67 2.58 2.48 24.09 14.32 7.42 3.75
3 18 | 135 1.24 1.19 1.15 56.19 17.00 7.56 3.62
4 0.02 0.36 0.43 0.45 0.47 96.16 22.88 9.12 411

FIGURA 5.4. Solucion exacta y numérica empleando el método Euler,de y" = ycosx, y(0) =1en[0,4] conh =

1,h=

0.5,h=0.25y h = 0.125.

Obsérvese que se puede reducir el error disminuyendo el tamafio del paso. Lo

anterior hace que la curva integral aproximada empiece a tomar la forma de la curva

integral solucién. Cabe sefialar que este procedimiento requiere un mayor calculo
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recursivo (que si se realiza manualmente resulta ser agotador), sin embargo se
puede utilizar un solucionador numérico que facilite el desarrollo del mismo. Es de
resaltar que la ventaja de aplicar el método de Euler en el calculo y en la
programacion es su simplicidad, no obstante, se pierde la veracidad en sus
aproximaciones. Acorde a la estructura del PVI dado en la Ec.5.4, se puede decir que
en algunos casos el método de Euler logra proporcionar buenos resultados, pero
este se utiliza cominmente solo para ilustrar cémo los métodos numéricos pueden
aproximar una solucién a un PVI. Cabe mencionar que en la actualidad existen
versiones mejoradas del método de Euler, una de ellas es el de método de Runge-
Kutta de cuarto orden RK4, el cual destaca debido a la alta precision que
proporcionan sus resultados. Una versiéon mejorada del método Euler y el método

RK4 se presentan en la Sec.5.2.

Ejemplo 5.1 Ecuacion logistica y especies en peligro

Una organizacion de conservacidn libera 25 panteras de Florida en una zona de refugio.
Después de 2 afios hay 39 panteras en la zona. El refugio tiene una capacidad limite o de
soporte de 200 panteras. Para este sistema: a) Escribir una ecuacién diferencial
logistica que modele la tasa de crecimiento de la poblacién de las panteras, b) Mediante
el método de Euler con un tamafio de paso de h = 1, encontrar la poblacién de panteras
cada afio hasta que el valor de la poblaciéon no exceda la capacidad de soporte y c)

Comparar la aproximacién con la solucion exacta.

Paso I: [dentificar el problema matematico. Resolver la ecuacion diferencial logistica* con

condiciones iniciales cuya estructura matematica viene dada por el siguiente PVI:

'p’(t)=kp(1—§) o @) =P

siendo dp/dt =Tasa de incremento de poblacidn de panteras, p = poblacién en cualquier

instante dado, t = el tiempo comunmente en afios, L =la capacidad limite o de soporte

del refugio, k = la constante de crecimiento y p, =la poblacién inicial. Conforme al
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planteamiento L = 200 y p, = p(0) = 25y haciendop = y ya t = x, el PVI se convierte

en:

y'(©) = ky (1~ %} , y(0)=25.

El problema tiene solucién exacta que viene dada por:

200
1+ 7ekx

y(x) =

Entonces dado que y = 39 cuando x = 2, se puede resolver para k

200
39=W = k=ll’lﬂ39/23

Asi, un modelo para la poblacién de pantera esta dado por:

200 , . Y
y(x) = PR e soluciénde y" =1n+/39/23 (1 —m) Y, y(0) =25

Paso II: Determinar la solucién numérica empleando el método de Euler con h = 1. Para

ello se utilizara la formula dada en la Ec. 6.5 donde:

f(x,y)=ln\/39/23(1—%)y, Xo=0 e y, =25

Partiendodei =0, x,=0 e y, =25

Calculo de x; Solucién exactaenx; = 1
Xo+1 = Xo + h 200
X =0+1 y() = o2
1 1 + 7e—1n4/39/23(1)
=1
= 31.369

Solucién numéricaenx; =1 Error relativo %
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Vo 31.369 — 30.776
= yo + h[Iny/39/23 (1- 2% _ |31:369 — 30776
Yo = Yo + h|Iny/39723( Zgg)yo] Ey, o | 100%
=25+ 1[In/39/23 (1 - - ) 2] = 1.893%
Y1 = 30776

Continuandoi=1, x; =1 e y; =30.776

Calculo de x, Solucion exacta en x, = 2
X1+1 = X1 + h 200
- y(2) =
Xy = 1+1 1+ 73—111\/%(2)
=2
= 39.000
Soluciéon numérica en x, = 2 Error relativo %
_ o 39.000 — 37.651
Yis1 =1 +h|Iny39723 (1 - =) v, By, = | g oo | 100%
30.776
=30.776 + 1 [ln £/ 39/23 <1 ~ 350 )30.776] = 3.459%
y, = 37.651
Luego i=2, x, =2 e y, =37.651
Calculo de x5 Solucién exactaen x3 = 3
Xoyp1 = X1 + h 200
- y(3) =
X3 = 2+1 1+ 7e—ln\/%(3)
=3
= 47.959
Solucién numérica en x3 = 3 Error relativo %
_ Lo 755 V2 47.959 —45.721
V2+1 —)’2+h[ln 39/23 (1—m))’2] E%= |W 100%
37.651
=37.651+1 [lnw/39/23 <1 ~ 200 )37.651] = 4.666%
ys = 45.721

Siguiendo el proceso de calculo hasta i = 20 los resultados se muestran en la matriz de la

Fig.5.5.
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Paso III: Hacer la representacion grafica. La Fig. 5.2 muestra las solucién exacta y

numérica con sus respectivas graficas mediante una hoja de calculo en Excel.

A B c D E F G H J K L M N )
1
2 | SOLUCIGN NUMERICA DE UN PV METODO DE EULER | & Algortimo de Euler
" T flxy) con y(xg)=y;en x=a hasta x=5h
5 PVI Solucidn exacta
2 ' =1 39723 (1- 7o) @=25| yoo=— 0 __ e =B AR, V= oA, con h=228
- r= 200/ YT P n
2
9 | a | 0 ‘ n | 20 Xy 0 250.000
10 [ [ 20 ] h [ 1 Yo 25
1 _ 200.000
=
12 q & Exacta Numérica E. '_E; 150000
13 ¥(x) 0%yi) Vi 2
14 0 0 25 25.000 < 100000
15 1 1 31.369 5.776 30.776 1.893 v
16 2 2 39.000 6.875 37.651 3.459 50000
17 3 3 47.959 8.070 45.721 4666 0000
18 4 4 58.231 9312 55.033 5492 . 10 = » s
19 s 5 69.695 10532 65.565 5926 t = x {afios)
20 6 6 82.109 11636 77.202 5977
21 7 7 95.120 12.516 89.717 5.680 Solucion numerica "Método de Euler” Solucién exacta
22 8 8 108.299 13.062 | 102779 | 5097
23 9 9 121194 13191 | 115971 | 4309
24 10 10 133.390 12865 | 128836 | 3414
25 11 11 144,563 12104 | 140940 | 2506
26 12 12 154.500 10989 | 151929 | 1665
27 13 13 163111 9.642 161570 | 0945
28 14 14 170,405 8.197 169.767 | 0374
29 15 15 176464 6.776 176543 | 0.045
30 16 16 181418 5.467 182010 | 0326
31 17 17 185.416 4323 186333 | 0495
32 18 18 188,607 3362 189.695 | 0577
EE] 19 19 191.134 2,581 192276 | 0597
34 20 20 193120 1961 194236 | 0578

FIGURA 5.5. Comparacion de la solucion exacta y numérica con el método de Euler en una hoja de calculo Excel.

Conforme alos resultados y al grafico de la Fig. 5.5 se tiene en primer lugar que la soluciéon
numérica se aleja ligeramente de la solucion exacta en el intervalo [0,12] donde los
errores relativos locales se encuentran por debajo del 6%. En segundo lugar, se observa
que a partir de x =12 la solucién numérica comienza a tomar mejor precision
acercandose a la solucién real, donde los errores relativos locales estan por debajo de 1%.
Por ultimo, la solucién numérica muestra que a la poblacién de panteras le tomara
aproximadamente 20 afios alcanzar su capacidad limite en el refugio de 200 panteras.
Aunque los resultados presentan una considerable incertidumbre en el intervalo [0.12],

los mismos pueden mejorar al elegir un valor mas pequeno para h.

5.2 Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta consisten en una serie de formulas que permiten
obtener una solucién numérica al PVI dado en la Ec. 5.1. Las férmulas se desprenden

a partir de la siguiente expresion general:
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yi+1 = yl + h (Wlkl,Wzkz + Wnkn), xl'+1 = xl' + h ’ i = 0,1,2,3, any (57)

promedio ponderado

donde la suma de los productos w;k; ,i = 0,1,2,3 ...n, es un promedio ponderado de
pendientes en el intervalo x; < x < x;,4. Los valores de w; (coni = 0,1,2,3...n) son
constantes y cada k; (coni = 0,1,2,3...n) es la funcién f evaluada en un punto
seleccionado (x,y) para el que x; < x < x;,1. El numero n se llama orden del
método. El promedio de la Ec. 5.7 no se forma a la fuerza, sin embargo, los
parametros se eligen de modo tal que la Ec.5.7 concuerde con el polinomio de Taylor

de grado n (dado en la Ec.4.12) al intercambiara — x; y x = x;,4 + h.

5.2.1 Formulas de Runge-Kutta

Lo que sigue son las formulas de Runge-Kutta de orden 1, orden 2, orden 3 y orden
4 respectivamente. Las demostraciones de las mismas se obtienen empleando
meétodos analiticos a partir de la Ec. 5.7 y las series de Taylor estan fuera del alcance

de este libro.

e Foérmula de Runge-Kutta de ler orden:

y(Xip1) =y + hf(x, ) + 0(h%) 5 0(h) (5.8)
S———————  E. Local E. Total
Fomula de Euler

e Foérmulas de Runge-Kutta de 2do orden:

y(xip1) = yi+ (ke +kx)h/2 + 0(R3) ; O(h?) (5.9)
E. Local E. Total

Fomula de Euler mejorada

ki =fCuy) y ka=f(xi+hy +kh) (5.10)

e Foérmulas de Runge-Kutta de 3er orden:
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Y(xiv1) = yi + (kg + 4ky + k3) h/6 4+ O(RY) ;5 O(R®) (5.11)
E. Local E. Total
klzf(xini)J k2=f(xl+h/2'yl+k1h/2)y
ks = f(x; + h/2,y; — kyh + 2k, h) (5.12)
e Foérmulas de Runge-Kutta de 4to orden:
Y(xi41) = yi + (kg + 2ky + 2k3 + k) /6 + O(h°) 5 O(h*) (5.13)
E. Local E. Total
ki =fuyi), ko =fl+h/2,y;+kih/2)
k3= f(x;+h/2,y; + ko h/2) 'y ko = f(xi +hy; +ksh) (5.14)
PVL: y =ycosx, y(0) =1 soluciénexacta y=eS"* en[0.4]
Jxy)
y
0 Solucié Solucié
250 h=05 . Aproximada exacta POl e
" |Método de|Método Método de| Método
Euler RK4 " Euler RK4
250 0 | 100 | 100 | 100 | 0.00 | 0.00
| 0.5 1.50 | 161 1.62 HollE: 0.02
1.50 1 2.16 232 232 6.97 0.03
1.5 Znljak 271 271 1.10 0.03
1.00 2 2.84 248 2.48 14.32 0.03
2.5 2.25 1.82 182 23.54 0.03
DED '3 | 135 | 115 | 115 | 17.00 | 0.02
35 0.68 0.70 0.70 3.37 0.01
0.00 - x 4 0.36 0.47 0.47 22.88 0.01
0 1 2 3 4
Curva integral Curva integral aproximada Curva integral aproximada
selrcem por el método Euler por el método RK4

FIGURA 5.6. Comparaciéon de los métodos de RK4 y de Euler.

Noétese que las k son relaciones de recurrencia. Es decir, k; aparece en la ecuacién

de k,, la cual aparece en la ecuacion de k5, etcétera. Como cada k es una evaluacion

funcional, esta recurrencia vuelve eficientes a los métodos RK para calculos en

computadoras. Por otro lado, acorde a la Ec. 5.8. y Ec.5.9 se tiene que el método de
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Runge Kutta de primer y segundo orden es de hecho el método de Euler y el método
mejorado de Euler respectivamente. Cabe mencionar que el método de Runge Kutta
de cuarto orden conocido como método RK4 es un procedimiento muy usado y
reconocido como una invaluable herramienta de calculo debido a la alta precisién
que proporcionan sus resultados. La Fig. 5.6 muestra la solucién exacta y numérica
por los métodos de Euler y RK4 con h = 0.5 parael PVI y' = ycosx, y(0) =1en
el intervalo [0,4]. Al comparar las soluciones se tiene que el error relativo en cada
aproximacion y(x) con el método RK4 oscila entre el 0.01% y 0.03%, mostrando de

esta manera la alta precisiéon y efectividad del método.

Ejemplo 5.2 Ecuacion logistica y especies en peligro

Realizar el ejemplo 5.1 empleando el método de RK4.

Paso I: Identificar el problema matematico. Resolver numéricamente por el método de

RK4 el siguiente PVI:

Y'(®) =1Iny39/23 (1 _zyﬁ) vy, y(0) =25

Recuerde que la solucion exacta es:

200
1+ 7e—ln\/39/23x

y(x) =

Paso II: Determinar la solucién numérica empleando el método de RK4 con h = 1. Para

ello se utilizaran las formulas dadas en la Ec. 5.13 y Ec. 5.14.

Partiendodei =0, x=0 e y, =25

Calculo de x4 Coeficiente k4
Xo+1 =Xo T h ki = f(x0,¥0)
x1 = O + 1

_1 = 1n/39/23 (1 - 22,
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25
=1n+/39/23 (1 - ﬁ) 25

= 5776

Coeficiente k,

keyh)2
ky = f(xo + h/2, o + kih/2) = In/39/23 [1 - %] (o + kyh/2)
25 + (5.776)(1)/2
=1n,/39/23[1— *( 200)( )/ ][25+(5.776)(1)/2]
= 6337
Coeficiente k3
kyh/2
ks = f(xo + h/2, o + kyh/2) = In/39/23 [1 - %} (o + kyh/2)
25 + (6.337)(1)/2
— 1n/39/23 [1 _25+( o D)/ ] [25 + (6.337)(1)/2]
= 6390
Coeficiente k,
Yo + ksh

- W] (o + ksh)

25 + (6. 390)(1)]

ky=f(xg+hyy+kszh) =1lny39/23 [1
=1n+/39/23 [

= 6.987

25 + (6.390)(1)]

Solucién numéricaenx; = 1
Yo+1 = Yo + (kg + 2ky + 2k3 + ky)R/6
= 25+ [5.776 + 2(6.337) + 2(6.390) + 6.987] (1)/6
y, = 31.369

Error relativo %. Recuerde que en x; = 1, el valor real es y(1) = 31.369

31.369 — 31.369

Eoy = 100% = 0.0009
& 31.369 % %

Continuado i =1, x;=1 e y; =31.369

Calculo de x, Coeficiente k;
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X141 =X+ h ky = f(x1,y1)
xz == 1 + 1

—2 = 1n/39/23 (1 - 25y,

31.369

=1n+/39/23 (1 ~ 200 )31.369

= 6.983

Coeficiente k,

kz =f(x1+h/2,y1+k1h/2)

+kyh/2
—In./39/23 [1 _ %} (4, + kih/2)

=1n+/39/23 [1 _ 31396+ 22'383)(1)/2] [31.693 + (6.983)(1)/2]

= 7.600

Coeficiente k4

k3 =f(x1+h/2,y1+k2h/2)

+k,h/2
—In+/39/23 [1 _ %} (O, + kyh/2)

=1n+/39/23 [1 _ 31396+ %‘SOO)(D/Z] [31.693 + (7.600)(1)/2]

= 7.653

Coeficiente k,
ks = f(x1 + h,y, + k3h)
+ ksh/2
=1n+/39/23 [1 - %] (v, + kyh/2)

=1n+/39/23 [1 _ 31396+ %’(?53)(1)/2] [31.693 + (7.653)(1)/2]

= 8.293

Soluciéon numérica en x, = 2
Yis1 = Y1+ (kg + 2k; + 2k3 + ky)h/6
=31.369 + [6.983 + 2(7.600) + 2(7.653) + 8.293] (1)/6
y, = 39.000

Error relativo %. Recuerde que en x, = 2, el valor real es y(2) = 39.000

39.000 — 39.000

Eoy = 100% = 0.001¢
& 39.000 % %
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Luegoi =2, x, =2 e y, =39.000

Céalculo de x5 Coeficiente k4
X241 =Xz +h ki = f(x2,¥2)
X3 = 2 + 1 :VZ
=3 = In+/39/23 (1—%)312
39.000
=1n./39/23 (1 ~ 200 ) 39.000
= 8.289

Coeficiente k,

kz =f(x2+h/2,y2+k1h/2)

+kyh/2
=1n/39/23 [1 - %] (y, + kyh/2)

=1n+/39/23 [1 _ 39000+ ;%'589)(1)/2] [39.000 + (8.289)(1)/2]
= 8.934

Coeficiente k4
ks = f(x, + h/2,y, + k,h/2)

+ k,h/2
=1n+/39/23 [1 - %} (v2 + kah/2)

=1n+/39/23 [1 _ 39000+ 22(3).334)(1)/2] [39.000 + (8.934)(1)/2]
= 8.982

Coeficiente k,

ky=f(x; + hy, + k3h)

=1n+/39/23 [1 - LW] (2 + k2h/2)

200
=1n+/39/23 [1 _ 39000+ 22'282)(1)/2] [30.000 + (8.982)(1)/2]
=9.630

Solucién numérica en x; = 3

Yo41 = Y2 + (ky + 2k; + 2k5 + ky)h/6
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=39.000 + [8.289 + 2(8.934) + 2(8.982) + 9.630] (1)/6
y; = 47.958

Error relativo %. Recuerde que en x, = 2, el valor real es y(2) = 39.000

£ = 39.000 — 39.000 100% = 0.001%
% 39.000 CT TR
Los resultados se muestran en la matriz de la Fig.5.6 al continuar el proceso de

calculo hastai = 20.

Paso III: Hacer la representacion grafica. La Fig. 5.6 muestra las solucién exacta y

numeérica con sus respectivas graficas mediante una hoja de calculo en Excel.

A B c D E F G H J K L M N 0 P [o]
; ‘ SOLUCION NUMERICA DE UN PVI: METODO DE EULER | p” Algortimo de RIH

a S =flxy) con ylx) =y, enx=ahastax=b

5 PVI Solucién exacta 1

6 oy 200 xr = a bR, iy =y b g U 4 2k + 2k Hky)  con Ky = 5)
’ ¥ =Inf39/23(1 —m) v oy(@=25  y)= T §

E k= f(:‘ +1n ¥ ﬁm). ks :f(x; ihs lkch) ¥ ks = O+ Ry + kah)
s [ e T o T T 20 [ w [ o | R S

o [ | 2 | h 1 T w | = |

1

12 1 =i Exacta Runge Kutta de 4to Orden Ex 250000

13 - y(=) ki ks 3 ¥i

14 0 0 25 25.000 200000

15 1 1 31.369 5776 6.337 6.390 6.987 31.369 0.000 E //

16 2 2 39.000 6.983 7.600 7.653 8.203 39.000 0.001 E 150.000 P

17 3 3 47.959 8.289 8.034 8.082 9.630 47.958 0.001 8 //

13 4 4 58.231 9.626 10.257 10.296 10.901 58.231 0.001 2 100000

19 5 5 69.695 10.898 11.460 11.487 11.901 69.695 0.001 L

2 [ 5 52109 11989 | 12421 | 12435 | 12780 | 82.108 0.001 0000 | e

21 7 7 95.120 12779 | 13.027 | 13.031 | 13.070 | 95119 0.001 2000

2 g 8 108,209 13170 | 13.198 | 13198 | 13.010 | 108.208 | 0.001 o 5 10 1 20 25
3 [ 9 121104 13111 | 12910 | 12014 | 12608 | 120193 | 0.001 ==t (aiios)

2 10 10 133.390 12600 | 12204 | 12218 | 11728 | 133.389 | 0.001

5 11 11 144563 11.730 11.167 11196 10.577 144562 0.001 Solucién numériea (Mérodo Ri#)  —— Solucidn exacta
26 12 12 154,500 10.580 9.921 9.964 9.277 154,500 0.001

2 13 13 163.111 9.281 8.58% 8.639 7.939 163.110 | 0.001

28 14 14 170,405 7944 7.261 7.321 6.653 170.40¢ | 0.000

2 15 15 176.464 6.638 6.025 5.086 5478 176,463 | 0.000

30 15 16 181418 5483 4920 4979 4445 181418 | 0.000

3 17 17 185.415 4451 3.966 4019 3.565 185415 | 0.000

32 18 18 188.607 3570 3163 3210 2.833 188.607 | 0.000

3 it 19 191134 2.837 2502 2542 2234 | 191133 | 0.000

34 20 20 193.120 2.237 1.967 1.999 1.751 193.120 0.000

FIGURA 5.6. Comparacién de la solucidon exacta y numérica con el método de RK4.

Conforme a los resultados y al grafico de la Fig. 6.6., se tiene que la solucién
numérica converge a la solucién exacta en todo el intervalo, donde los errores
relativos locales se encuentran por debajo del 0.001%. Sin el uso de un computador
e inclusive a nivel de programacion, los calculos de los coeficientes de RK4 pueden
resultar tediosos y no triviales, sin embargo, se tiene una gran compensacién en la
alta precisién y exactitud de los resultados. Por tlltimo, se resalta que al igual que en

el ejemplo 5.1 la solucién numérica muestra que a la poblacién de panteras le
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tomard como minimo 20 afios alcanzar su capacidad limite en el refugio de 200

panteras.

5.3 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

Considérese un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:

}7{ = f1(x'}’1;}’2"";}’n)
yé = fz(x'}’p}’z"“’}’n)
. (5.15)

yrll = f3(x'Y1ry2' ""yn)-

La solucién de este sistema (con n variables dependientes en términos de una sola
variable independiente x) requiere que se conozcan n condiciones iniciales en el
valor de x. Particularmente paran = 2, fijando dos condiciones iniciales y haciendo
convenientemente a y; =x,¥, =y, f1 =f,f, =g y x =t, el sistema se reduce al

siguiente problema de valores iniciales:

X'=f(t;x,}’)' X(t0)=X0

(5.16)
y’=g(t'x'J’)' }’(to)=3’0
que tiene como solucién numérica por el método de Euler:
Xiy1 = X; + hf (t;, x;, V1)
: con tiy =t;+h (5.17)
Yi+1 = ¥i + hg (&, x;, ¥i)
y por el método RK4:
Xiy1 = X; + (Mg + 2my + 2m3 + my)h/6
' con ¢t =t;+h (5.18)

Vier = ¥i + (kg + 2k + 2k3 + ky)h/6
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Donde:

my = f(t, x;,y:) ky = g(ti, xi, yi)

my, = f(t; + h/2,x; + mih/2,y; + kih/2) ky,=g(t;+h/2,x; + mh/2,y; + kih/2)

ms = f(t; + h/2,x; + myh/2,y; + koh/2) ks =g(t; +h/2,x; + myh/2,y; + kyh/2)

my = f(t; + h,x; + mgh,y; + k3h) ky,=g(t; + h x; + mzh,y; + k3h)

Nétese que las m y las k son relaciones de recurrencia inclusive entre ellas.

Por otro lado, un problema de valores iniciales de segundo orden

y'=fxyy), y(xo) =y, ¥'(x0) =1ug

(5.19)

(5.20)

se puede expresar como un problema con valores iniciales para un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden de dos ecuaciones. Si y' = u el PVI dado

en la Ec. 5.20 se convierte en el sistema:

!

y=u, vy =y

u, =f(t;x'}’)' u(xO) = Uy
que tiene como solucién numérica por el método de Euler:

Yis1 = Yi T hy;
. con Xx;4q =x;+th
Uipr = U + hf (g, yiu;)

y por el método RK4:

Yie1 = Yi + (my + 2m, + 2m3 + my)h/6
: con Xx;q=x;+h
ul'+1 == u,i + (kl + Zkz + 2k3 + k4_)h/6

Donde:

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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m = ki = f(xy, yi,u)
my =u; + hky/2 ky = f(x; +h/2,y; + myh/2,u; + k1h/2)
: : (5.24)
m3=ui.+hk2/2 ks =f(xi+h/2,y; +myh/2,u; + k,h/2)
My =g + ks ky = f(xi+ h,yi + mgh,u; + k3h)

En general, se puede expresar cada ecuacién diferencial de n —ésimo orden y™ =
f(x,y’,y”,-~-,y(”_1)) como un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer

orden usando las sustituciones, y = uy,y’ = uy, y" = us, -,y = u,.

Ejemplo 5.3 | Contaminacion radiactiva

Los ingenieros ambientales modelan diversos problemas que implican sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Uno de ellos es el modelo de cascada de decaimiento
radiactivo el cual se utiliza en el estudio de la contaminacién por radiaciéon causada por
la liberacién de materiales radiactivos en el ambiente como resultado de accidentes
industriales, por ejemplo, el caso Chernébil y el caso Fukushima. Ahora bien, Si una
sustancia X radiactiva se transforma por desintegraciéon en otra sustancia Y, también

radiactiva, la radioactividad de ambas sustancias viene dada por el siguiente PVI:

x'(t) = -1x, x(to) = xo

y'(t) =ix — Ay, y(to) =

donde x = la cantidad de sustancia X (progenitora), y = cantidad de sustancia Y
(generada), t =tiempoy A; =y A, = constantes de desintegracion de las sustancias X y
Y respectivamente. Dados los parametros A, = 1.2, 1, = 0.6 y las condiciones iniciales
x =1yy = 0ent = 0:a) Obtener la solucién numérica empleando el método de RK4 con

h = 0.5 en el intervalo [0, 10] y compararla con la solucién exacta:

x(t) = e~12¢ y(t) = 2(e™06t — g~121)
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Y b) Graficar los resultados para visualizar coémo las variables dependientes varian con el

tiempo.

Paso I: Identificar el problema matematico. Al reemplazar los valores 1, = 1.2, 1, = 0.6
y las condiciones inicialesx = 1y y = 0 ent = 0 en el modelo de cascada el problema se

resume a resolver numéricamente el siguiente PVI:

x'= 12x , x(0)=1

ftxy)

y'=12x—-0.6y, y(0)=0
g9(tx,y)

Paso II: Determinar la soluciéon numérica empleando el método de RK4 con h = 0.5. Para

ello se utilizaran las formulas dadas en la Ec. 5.18 y Ec. 5.19.
Partiendodei =0, t; =0, xg=1y y,=0

Calculo de t;

t0+1=t0+h=0+0.5 $t1=05

Coeficiente my Coeficiente k4
my = f(t, X0, ¥0) = —1.2x, ky = g(to, x0,¥0) = 1.2x5 — 0.6y,
=-12(1) = 1.2(1) — 0.6(0)
m1 = _1.2 kl = 1.2

Coeficiente m,

m, =f(to+h/2,xg+m h/2,y, +k h/2) =—-12(xyg + my h/2)
= —1.2[(1) + (—1.2) (0.5)/2]
m, = —0.840

Coeficiente k,

k,=g(ty+h/2,xg+m h/2,y,+ ki h/2)
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=12(xg +my h/2) — 0.6(yy + ky h/2)
= 1.2[(1) + (1.2) (0.5) /2] — 0.6[(0) + (1.2) (0.5)/2]
k, = 0.660

Coeficiente m4

ms = f(to+h/2,xg+myh/2,y,+k, h/2) = —=1.2(xq + my h/2)
= —1.2[(1) + (—0.840) (0.5)/2]
ms = —0.948

Coeficiente k3

ks =gty +h/2,xg+myh/2,y,+ k, h/2)

=1.2(xqg + my h/2) — 0.6(yy + k, h/2)

= 1.2[(1) + (—0.840) (0.5)/2] — 0.6[(0) + (0.660) (0.5)/2]
ks = 0.849

Coeficiente m,

my = f(to + h,xO + m3h,y0 + k3h) = —1.2(x0 + m3h)
= —1.2[(1) + (—0.948)(0.5)]
m, = —0.631

Coeficiente k,

k4, = g(to + h,xo + m3h,y0 + k3h) = 1.2(x0 + m3h) - 06(y0 + k3h)
= 1.2[(1) + (~0.948)(0.5)] — 0.6[(0) + (0.849)(0.5)]
k, = 0.377

Soluciéon numérica en t; = 0.5
x0+1 = xo + (m1 + Zmz + 2m3 + m4)h/6

=1+ [-1.200 + 2(—0.840) + 2(—0.948) + (—0.631)] (0.5)/6
x; = 0.549
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Yo+1 = Yo + (ki + 2k; + 2k3 + ky)h/6
=0+ [1.200 + 2(0.660) + 2(0.849) + (0.377)] (0.5)/6
y; = 0.383

Solucién exactaen t; = 0.5

x(t) — e—1.2(0.5) = 0.548 , y(t) — 2(6_0'6(0'5) _ e—1.2(0.5)) = 0.384

Errores relativos

. = 0.548 — 0.549 — 0107% .= |0.384 - 0.383| — 0.296%
% =T o548 |0 Y BT T 038 | T T
Continuandoi =1, t; =05, x; =0549 y y, = 0.383
Calculo de t;
t1+1 = tl + h = 0.5 + 0-5 = tz = 1.0
Coeficiente m, Coeficiente k4
my = f(ty,x,y1) = —1.2%; ki = g(ty, x1,71) = 1.2, — 0.6y,
= —1.2(0.549) = 1.2(0.549) — 0.6(0.383)
m, = —0.659 ky = 0.430

Coeficiente m,

m, = f(t; +h/2,x;, +m h/2,y; +k,h/2) = —-1.2(x; + my h/2)
= —1.2[(0.549) + (—1.2) (0.5)/2]
m, = —0.461

Coeficiente k,

k,=g(t;+h/2,x, +m; h/2,y, + k{h/2)
1.2(x; + my h/2) — 0.6(y, + ky h/2)
= 1.2[(0.549) + (1.2) (0.5)/2] — 0.6[(0.383) + (1.2) (0.5)/2]

k, = 0.167
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Coeficiente m4

ms = f(t; +h/2,x, +myh/2,y; +k, h/2) = —1.2(x; + my h/2)
= —1.2[(0.549) + (—0.461) (0.5)/2]
ms = —0.521

Coeficiente k5

ks =g, +h/2,x;, +myh/2,y;, + ky, h/2)

=1.2(x; + myh/2) — 0.6(y, + k; h/2)

= 1.2[(0.549) + (—0.461) (0.5)/2] — 0.6[(0.383) + (0.167) (0.5)/2]
k; = 0.266

Coeficiente m,

my = f(t; + h,x; + mgh,y; + ksh) = —1.2(x; + msh)
= —1.2[(0.549) + (—0.521)(0.5)]
m, = —0.347

Coeficiente k,

k, = g(t; + h,xy + mgh,y; + k3h)

= 1.2(x; + mgh) — 0.6(y, + k3h)

= 1.2[(0.549) + (—0.521)(0.5)] — 0.6[(0.383) + (0.266)(0.5)]
k, = 0.037

Solucién numéricaent; = 1.0
X141 = X1 + (Mq + 2m, + 2my + my)h/6
= 0.549 + [-0.659 + 2(—0.461) + 2(—0.521) + (—0.347)] (0.5)/6
x, = 0.302
Vie1 = V1 + (kg + 2k, + 2k + k,)h/6
= 0.383 + [0.430 + 2(0.167) + 2(0.266) + (0.037)] (0.5)/6
y, = 0.494

Solucién exactaent; = 1.0
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x(t) = e 1209 = 0301,  y(t) = 2(e 10 — ¢~1210)) = 0,495
Errores relativos

E. = 0.301—-0.302| 0.215% £ - 0.495 —0.494| 0.249%
= To301 | e Y B T [Toa0s | T AR
Los resultados se muestran en la matriz de la Fig.5.7 al continuar el proceso de calculo

hastai = 20.

Paso III: Hacer la representacién grafica. La Fig. 5.7 muestra la solucién exacta y

numeérica con sus respectivas graficas mediante una hoja de calculo en Excel.

A B C D E F G H J K L M N ] P Q
2 | SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 2X2 2
3
4 Cadenas Radiactivas 14
3 | X() = —x; y(0) = Ayx— gy con x(0) = 1,9(0) = Oen [0,1] o
7 G
s O =ehE () = (e — ) 305
9 = é
10 Zoa
n Condiciones Iniciales Intervalo
12 | om | oy w | & 02
13 0 | 1 [ o o | 8
o o P = S
15 Particién |Incremento Parimetros 0 : N ° 8 o =
16 n h N | a * =t (dempo)
7 16 05 12 [ o6 ® xnumérica RK4 v numérica RK4 xexacta yexacta
18
19
20 ) Exacta Runge Kutta E verdadero. RK
21 ' G (1) Vi) m, m, m, m, k. ke ks ke X W Ex: E,
22 a [ 1 [ 1 0
23 1 0.5 0.549 0.384 -1.200 -0.840 -0.948 -0.631 1.200 0.660 0.849 0.377 0.549 0.383 0.107 0.296
24 2 1 0.301 0.495 -0.659 -0.461 -0.521 -0.347 0.430 0.167 0.266 0.037 0.302 0.494 0.215 0.249
25 3 1.5 0.165 0.483 -0.362 -0.254 -0.286 -0.191 0.066 -0.053 -0.002 -0.105 0.166 0.482 0.322 0.207
26 4 2 0.091 0.421 -0.199 -0.139 -0.157 -0.105 -0.090 -0.136 -0.111 -0.151 0.091 0.420 0.430 0.170
27 5 2.5 0.050 0.347 -0.109 -0.077 -0.086 -0.058 -0.143 -0.154 -0.143 -0.152 0.050 0.346 0.537 0.138
28 6 3 0.027 0.276 -0.060 -0.042 -0.047 -0.032 -0.148 -0.144 -0.139 -0.135 0.027 0.276 0.645 0.109
29 7 3.5 0.015 0.215 -0.033 -0.023 -0.026 -0.017 -0.132 -0.122 -0.121 -0.112 0.015 0.215 0.753 0.084
30 3 4 0.008 0.165 -0.018 -0.013 -0.014 -0.010 -0.111 -0.100 -0.100 -0.089 0.008 0.165 0.861 0.063
31 9 4.5 0.005 0.125 -0.010 -0.007 -0.008 -0.005 -0.089 -0.079 -0.079 -0.070 0.005 0.125 0.969 0.045
32 10 5 0.002 0.095 -0.005 -0.004 -0.004 -0.003 -0.070 -0.061 -0.062 -0.054 0.003 0.095 1.077 0.029
33 11 5.5 0.001 0.071 -0.003 -0.002 -0.002 -0.002 -0.054 -0.047 -0.047 -0.041 0.001 0.071 1.186 0.016
34 12 6 0.001 0.053 -0.002 -0.001 -0.001 -0.001 -0.041 -0.035 -0.036 -0.031 0.001 0.053 1.294 0.004
35 13 6.5 0.000 0.040 -0.001 -0.001 -0.001 0.000 -0.031 -0.027 -0.027 -0.023 0.000 0.040 1.403 0.006
36 14 7 0.000 0.030 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.023 -0.020 -0.020 -0.017 0.000 0.030 1.511 0.014
37 15 7.5 0.000 0.022 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.017 -0.015 -0.015 -0.013 0.000 0.022 1.620 0.021
38 16 8 0.000 0.016 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.013 -0.011 -0.011 -0.010 0.000 0.016 1.729 0.028
39 17 8.5 0.000 0.012 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.010 -0.008 -0.008 -0.007 0.000 0.012 1.838 0.033
40 18 9 0.000 0.009 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.007 -0.006 -0.006 -0.005 0.000 0.009 1.947 0.038
41 19 9.5 0.000 0.007 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.005 -0.005 -0.005 -0.004 0.000 0.007 2.057 0.043
42 20 10 0.000 0.005 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.004 -0.003 -0.003 -0.003 0.000 0.005 2.166 0.047

FIGURA 5.7. Solucidn exacta y numérica con el método de RK4 del sistema 2x2 mediante una hoja de calculo Excel.

Conforme a los resultados y al grafico de la Fig. 5.7, se tiene en primer lugar que la
solucién numérica para la radiactividad de la sustancia X se aleja ligeramente de la
solucién exacta en el intervalo [0,10] donde los errores relativos locales se encuentran

por debajo del 3%. No obstante, los resultados pueden mejorar al disminuir el tamafio de
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h, sin embargo esto implicaria efectuar un mayor calculo de iteraciones en el intervalo
[0,10]. En segundo lugar se observa que los resultados de la solucién numérica para la
radiactividad de la sustancia Y presentan una mejor precision, con errores relativos
locales que se encuentran por debajo del 0.3%. Por ultimo, se tiene que la radiactividad
de la sustancia Y aumenta porque se produce mas rapidamente de lo que se desintegra,
aunque después de cierto tiempo la situacién se invierte debido a que la actividad de la

sustancia originaria (sustancia X) disminuye.

5.4 Solucion numérica de un PVF de segundo orden

Considérese el siguiente problema de valor en la frontera (PVF):

Resolver:  y"' = f(x,y,y") Sujetoa:  y(a) =y, , y(b) =y, (5.25)

Los valores prescritos y(a) =y,y y(b) =y, se denominan condiciones de
frontera. Una solucion de un PVF (Ec. 5.25) es una funcién que satisface la ecuacion
diferencial en algun intervalo I (que contiene a a y b) cuya grafica pasa por los
puntos (a,y,)y (b,y;) tal y como muestra en la Fig. 5.8. De manera similar que en
un PV], los PVF poseen una desventaja y es que (en algunos casos) al emplear
meétodos analiticos no se pueden obtener soluciones exactas. Sin embargo, es posible
obtener una solucion aproximada empleando métodos numéricos. Tales métodos se

presentan a continuacion.

5.4.1 Método del disparo

El método del disparo consiste en convertir un PVF (dado en la Ec. 5.25) en un PVI
equivalente al de la Ec. 5.21. Puesto que se desconocen las condiciones iniciales en
la variable u, estas se fijan por tanteos ugq, Ug; ..., Ugp, (de aqui el término disparo).
Luego se resuelve el PVI para cada valor fijado utilizando preferiblemente el método

de RK4 presentado en la Ec. 5.24. En el grafico del lado izquierdo de la Fig. 6.8 se
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ilustra una aproximacién con tres disparos. En efecto, una forma de calcular el
disparo final exacto en la variable u y que proporciona la mejor solucién numeérica
al PVF es a través de la formula de interpolacion de Newton en diferencia dividida.

La de primer y segundo orden se presentan a continuacion:

Up = Up1 + b1 (y1 — Yo1)

(5.26)
Uy = Ugy + b1 (V1 — Yo1) + b2(¥1 — Yo1) 1 — Yoz)
con las diferencias
b, = Upz — Up1 y by = [(uo3 — uo2)/ Yoz — Yo2)] — [(Uo2 — uo1)/ Yoz — Yo1)] (5.27)

Yoz — Yo1 Yo3 — Yo1

donde el polinomio se forma con los valores de uyq, ug3..., Uy, tanteados, con los
valores ¥y1, Y02, --Yon €n X = b de cada solucién y con la condicién de frontera
y(b) = y,. No obstante, es poco probable que la aproximacién de u por el polinomio
de primer y segundo orden ofrezcan la respuesta exacta. En este sentido se
necesitaran iteraciones y tanteos adicionales para formar un polinomio de orden

superior que permita llegar al valor apropiado de u y asi construir la solucion.

y y
Yit1 =B
| Yi
1
|
I
| Yi-1— @
| |
0 |
] |
\ 1
! 1
| | x | | o
a b a Xi b
Xi_q Xit+1

= Solucién numérica con el primer disparo ugy,

Iy aq . fGric) =yia=a
= Solucién numérica con el segundo disparo ug, Condiciones de frontera

= Solucion numeérica con el disparo final exacto u, fOa) =y =8

FIGURA 5.8.PVF: Método del disparo y método de diferencias finitas.
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Ejemplo 5.4 Balance de concentracion de un contaminante en estado

estacionario

La ecuacion de adveccion-difusion tiene diversas aplicaciones en la ingenieria ambiental
tales como: flujo de nutrientes, transporte de contaminantes en rios o en la atmosfera.
Para un contaminante que se propaga a lo largo de un rio en una sola direccién, la

ecuacion toma la siguiente estructura:

ac_Dazc Uac
ot 0x? ox

donde ¢ =concentracién (mg/m?), t =tiempo en (min), D =coeficiente de difusién
(m?/min) y x =distancia horizontal a lo largo del rio (m), donde x = 0 es el punto en el
que entra el contaminante y U =la velocidad del agua que fluye a través del rio en la
direccion x (m/min). Utilice el método del disparo para obtener una solucién numérica
con h =1 en el estado estacionario, considerando que D = 100,U =1, c¢(0) =100 y
c(10) = 10. Comparar la solucién numérica con la soluciéon exacta c(x) = 955.7499 —

855.7499¢*/100,

Paso I: Identificar el problema matematico. En el estado estacionario (dc/dt) = 0 al
sustituir junto con los parametros D = 100y U = 1 en la ecuacién de adveccidn-difusion
y tomando las condiciones de frontera ¢(0) = 100y c¢(10) = 10, el problema se resume

aresolver el siguiente PVF:

100——~=-=0; c(0)=100, ¢(10) =10

Haciendo ¢ = y(x) y considerando que la ecuacién diferencial solo depende de una sola

variable, las derivadas parciales se reescriben como derivadas ordinarias, asi pues:

100y” —y' =0 ; y(0) =100,  y(10) =10
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El PVF tiene solucién exacta que es y(x) = 955.7499 — 855.7499¢*/190, Ahora bien,
como se pide obtener una solucién numérica por el método del disparo se efectia el

cambio y' = u, por consiguiente, el PVF se convierte en el PVI:

y' =u, y(0) =100
u' =u/100 , u(0) = u,
flyw)

Paso II: Inicialmente se propone un primer valor inicial para u (disparo 1), por tanteos
este seria uy = —9. Parala soluciéon numérica por el método RK4 y con h = 2, emplear las

férmulas dadas en la Ec. 5.23 y Ec. 5.24.

Partiendode i =0, x;=0, yo =100 y up; =—9

Calculo de x4

x0+1=x0+h=0+2 $x1=2

Coeficiente m, Coeficiente k
my; =uy = -9 ky, = f(x0, Yo, Ug) = Uy/100 = —9/100
k, = —0.090
Coeficiente m, Coeficiente k,
m2:u0+hk1/2 k2=f(x0+h/2,y0+m1h/2,u0+k1h/2)
= —9 +2(—0.090)/2 = (up + hky/2)/100
= —9.090 = [—9 + 2(—0.090)/2]/100
= —0.091
Coeficiente m3 Coeficiente k3
m3:u0+hk2/2 k3:f(xo+h/2,y0+m2h/2,uo+k2h/2)
=—9+2(-0.091)/2 = (uq + hk,/2)/100
=-9.091 = [=9 + 2(—0.091)/2]/100
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= -0.091
Coeficiente m, Coeficiente k,
my = ugy + hks ky = f(xg + h,yo + msh,uy + ksh)
= —9 +2(—0.091) = (uo + hk3)/100
=-9.182 = [=9 + 2(=0.091)]/100
= —0.092

Solucién numérica en x; = 2
Yo+1 = Yo + (my + 2m, + 2m3 + my)h/6
=100 + [-9.000 + 2(—9.090) + 2(—9.091) + (—9.182)] (2)/6
y, = 88.819

Ug+1 = Ug + (kl + 2k2 + 2k3 + k4_)h/6
= —9 + [=0.090 + 2(—0.091) + 2(—0.091) + (—0.092)] (2)/6
w, = —9.182

Continuandoi=1, x; =2, yy =100 y uy =-9.182

Céalculo de x,

x1+1=x1+h=2+2 $x2:4

Coeficiente m, Coeficiente k;
my =u; = —9.182 ky = f(ty, x1,y1) = u; /100 = —9.182/100
k, = —0.092
Coeficiente m, Coeficiente k,
m2:u1+hk1/2 kz:f(xl+h/2,y1+m1h/2,u1+k1h/2)
= —9.182 + 2(—0.092)/2 = (u, + hk,/2)/100
=-9274 = [-9.182 + 2(—0.092)/2]/100




Capitulo 5. Solucién Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

= —0.093
Coeficiente m; Coeficiente k4
k3=f(X1+h/2,y1+m2h/2,u1+k2h/2)
= —9.182 + 2(—0.093)/2 = [-9.182 + 2(-0.093)/2] /100
= —-9275 = —0.093
Coeficiente m, Coeficiente k,
my = Uy + hk3 k4 = f(x1 + h, yl + mgh, Uuq + kgh)
= —9.182 + 2(—0.093) = (u; + hk3)/100
=—-9367 = [—9.182 + 2(—0.093)]/100
= —0.094

Solucién numérica en x; = 2
Vit+1 =N + (m1 + 2m2 + 2m3 + m4)h/6
= 81.819 + [-9.182 + 2(—9.274) + 2(—9.275) + (-9.367)] (2)/6

U141 = Uq + (kl + 2k2 + 2k3 + k4_)h/6
= —9.182 + [—0.092 + 2(—0.093) + 2(—0.093) + (—0.094)] (2)/6
u, = —9.367

Obsérvese que la primera matriz de la Fig 5.9 muestra los resultados previos que se
obtienen siguiendo el proceso del calculo hasta x5 = 10,i = 5.
Asimismo, se propone un segundo valor inicial para u (disparo 2) con u, = —8. La

segunda matriz de la Fig. 5.9 muestra los resultados producto de desarrollar los mismos

procedimientos del disparo 1.

Finalmente, se calcula el disparo final. Para ello, se toman los disparos iniciales ugy; =

—9yuy, = —8, los valores de y en cada disparo justo en la frontera, x = 10, yy; =

5.346 y Yo, = 15.863 y la condicion de frontera y(10) = 10. Asi pues, al sustituir en la
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férmula de interpolacion lineal (Ec. 5.26) y la diferencia de primer orden en la Ec.5.27 se

tiene que el disparo final es:

Uy = —9 + (10 — 5.346) 809 _ 4557
15.863 — 5.346

A B C D E F G H J K L M N o P
: PROBLEMA DE VALOR EN LA FRONTERA 120.000
4 Balance de concentracion en estado estable Problema de valor inicial equivalente - 100.000
5 Dy —Uy' =0 ; y(0)=100, y(I)=10 y: =u y(@) =y 3 80000
? u = Uu/D u(0) = ug % 60000
8 Condiciones de Frontera Disparos de z Disparo final :? 40.000
9 Xp ‘ Yo Y1 gy | Uga ug ‘Intel‘pnladn - 20.000
10 o | 100 | 10 © | s 8557 | -B557 0.000
12 Intervalo Incremento disparo Incremento Pardmetros 0 2 4 . 6 . 8 1
x = distancia horizontal
13 X ‘ Xp=L n ‘ h n’ | h’ u ‘ D
14 0o | 10 5 | 2 10 | 1 1 | 100 —e—cverdadera ¢ numérica (disparo)
15
16 Disparo 1
17 i . Coeficientes de Runge-Kutta RK4
18 t y(x) m, m, mg my ky k; kg ky ¥i u;
139 0 0 100.000 100.000 | -9.000
20 1 2 82.713 9,000 -9.090 9,091 9182 0090 | -0.091 | -0.091 |-0092] 81819 | -9.182
21 2 4 65.076 9182 -9.274 9275 9367 0092 | -0.093 | -0.093 | -0094 | 63270 | -9.367
2 3 [3 47.083 9367 -9.461 9462 9557 0094 | -0.095 | -0.095 | -0.096 | 44347 | -9.557
23 4 3 28.727 9557 9,652 9,653 9,750 0096 | -0.097 | -0.097 | -0097 | 25.042 | -9.750
24 5 10 10.000 9,750 -9.847 9,848 9,947 0097 | -0098 | -0.098 | 0099 | 5346 | -9.947
25
26
27 Disparo 2
28 . Coeficientes de Runge-Kutta RKE4
29 ' = y(x) m, n; nmy my ky ko ks ky ¥i i
30 0 0 100.000 100.000 | -8.000
31 1 2 82.713 -8.000 -8.080 -8.081 -8.162 -0.080 -0.081 | -0.081 | -0.082 | 83.839 | -8.162
32 2 4 65.076 -8.162 -8.243 -8.244 -8.326 -0.082 -0.082 | -0.082 | -0.083 | 67.351 | -8.326
33 3 6 47.083 -8326 -8.410 -8411 -8.495 -0.083 -0.084 | -0.084 | -0.085 | 50.531 | -8.495
34 4 8 28.727 -8.495 -8.580 -8.580 -8.666 -0.085 -0.086 | -0.086 | -0.087 | 33.370 | -8.666
35 5 10 10.000 -8.666 -8.753 -8.754 -8.841 -0.087 -0.088 | -0.088 | -0.088 | 15.863 | -8.841
36
37
35 Disparo Final
39 Exacta RE4 con h=1
i xi Es
40 y(x) my m; m; my k, ks k3 kg i W
41 1] 0 100.000 100.000 | -B.557 0.000
42 1 1 91.400 -8.557 -8.600 -8.600 -8.643 -0.086 -0.086 | -0.086 | -0.086 | 91.400 -8.643 0.001
43 2 2 82.713 -8.643 -8.686 -8.686 -8.730 -0.086 -0.087 | -0.087 | -0.087 | 82714 -8.730 0.001
44 3 3 73.939 -8.730 -8.774 -8.774 -8.818 -0.087 -0.088 | -0.088 | -0.088 | 73.940 -8.818 0.002
45 4 4 65.076 -8.818 -8.862 -8.862 -8.906 -0.088 -0.089 | -0.089 | -0.089 | 65.078 -8.906 0.003
46 5 5 56.125 -8.906 -8.951 -8.951 -8.996 -0.089 -0.090 | -0.090 [ -0.090 | 56.127 -8.996 0.005
47 [ 6 47.083 -8.996 -9.041 -9.041 -9.086 -0.090 -0.090 | -0.090 | -0.091 | 47.086 -9.086 0.007
48 7 7 37.951 -9.086 -9.132 -9.132 -9.177 -0.091 -0.091 | -0.091 [ -0.092 | 37.955 -9.177 0.010
49 8 8 28.727 -9.177 -9.223 -9.224 -9.270 -0.092 -0.092 | -0.092 [ -0.093 | 28731 -9.270 0.014
50 9 9 19.410 -9.270 -9.316 -9.316 -9.363 -0.093 -0.093 | -0.093 [ -0.094 | 19.415 -9.363 0.024
51 10 10 10.000 -9.363 -9.410 -9.410 -9.457 -0.094 -0.094 | -0.094 [ -0.095 | 10.005 -9.457 0.052
=

FIGURA 5.9. Solucion exacta y numérica del PVF con el método del disparo en una hoja de calculo Excel.

En efecto, la solucién numérica al PVF se construye tomando como valor inicial el disparo
final (uy = —8.557). Los resultados se muestran en la tercera matriz de la Fig. 5.9 y se

obtienen al aplicar el método RK4 con h = 1.
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Paso I1I: Hacer la representacion grafica. La curva integral de la solucién se muestra en
el grafico de la Fig. 5.9. Conforme a los resultados se tiene que la solucién numérica
converge a la solucion exacta en todo el intervalo, donde los errores relativos locales se
encuentran por debajo del 0.05%. Aunque la efectividad del método del disparo depende
fuertemente de la eleccion de los disparos, para la aplicacion del mismo se recomienda el
uso de ordenadores que permitan variar los disparos. Por ultimo, se tiene que la

concentraciéon del contaminante c(x), en estado estacionario, rio abajo x va

disminuyendo.

5.4.2 Método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas consiste en sustituir las derivadas del PVF por
diferencias divididas finitas. En este sentido, considérese el siguiente PVF de

segundo orden de tipo lineal:

y'+p@y +qx)y =f), y(@=a,yb)=p (5.28)
y las diferencias finitas de primer y segundo orden centradas:

i1 — Vi ivq — 2Vi + Vi
¥'(x;) =Yz+12hJ’z 1 y (%) =yl+1 h};L Vi L (5.29)

Al sustituir las diferencias de la Ec 5.29. en las derivadas del PVF de Ec.5.28. resulta:

Yit1 = 2yi +Yi- Yi+1 — Yi-
- hzl —+ p(x;) %}111 + gy = f(xp), (5.30)

La discretizacion es producto de particionar el intervalo [a, b] en puntos de malla

interiores regulares a = xy < x; < Xy,**,Xp_1 < X, = b, es decir,

x; = a+ih, donde i =0,1,2,---,n y h=(b—a)/n. (5.31)
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Al agrupar términos de la Ec. 5.30 se desprende:

h h
(1 + Epi) Yir1 + (h2q; — 2)y; + (1 - Epi) Yi-1 = h*f;. (53D

Esta ecuacién se conoce como ecuacion de diferencias finitas y es una
aproximacion del PVF dado en la Ec. 5.29, en la cual tanto el primer valor como el
ultimo, y;_1 y yi+1 respectivamente, se especifican por las condiciones de frontera
(ver grafico del lado derecho de la Fig. 5.8). Asi pues, sii toma los valores 1,2, :+-,n —
1, se obtienen n — 1 ecuaciones con n — 1 incdgnitas y,,y,,,V,—1, donde la
solucion del mismo proporciona la soluciéon numérica y(x;) en los puntos de malla

interiores x4, x5, -*+, x;_, del intervalo [a, b].

Ejemplo 5.5 Balance de concentracion de un contaminante en estado

estacionario

Realizar el ejemplo 6.4 empleando el método de diferencias finitas.
Paso I: [dentificar el problema matematico. Resolver el siguiente PVF:
100y” —y' =0 ; y(0) =100,  y(10) =10

Reescribir la ecuacion en forma canénica*, multiplicando toda la ED por (1/100)

1
"__—_y'=0 : y(0) =100, 10) = 10
Y~ To0” y(0) y(10)

siendo p(x) = —1/100, q(x) =0y f(x) = 0. Asi la ecuacién en diferencias finitas

Ec.6.31 se reduce a:

h h
(1 - ﬁ)%+1 —2y; + (1 +2—00) Yi-1 =0

Paso II: Calcular mediante la Ec. 6.26 la localizacion x; de los puntos interiores en [0,10]

conh = 1desdei = 0 hasta 10. Dado que a = 0y b = 10 se desprenden:
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x, =0, x, =1, X, =2, X3 =3, X, =4, X5 =5
v
a
Xe = 6, X7 = 7, Xg = 8, X9 = 0, X109 = 10.
r3

Paso IlII: Desarrollar la ecuacion de diferencias finitas con h = 1 desde i = 1 hastai =

10 —1 =9,donde y, =100y y;o = 10

1 1

=1 1——)y, -2 1+—)y, =

! = ( zoo)y2 y1+(+200)y° 0
199 201

2_00y2 = - Ecuacién 1

-2y, +

1 1
=2 1—— )y, =2 1+—)y, =
! - ( zoo)y3 y2+-( ”l'zoo)y1 0

200 0, 199 . Eeacién 2
— — _— = d
0071~ 2V F 55095 cuacion

1 1
1——)y, =2 14—y, =
( zoo)y4 y3+’( ’Lzoo)y2 0

201 199 »
20072~ 2y; + 2007 = 0 - Ecuacién 3

I
w
U

Tomando las 3 ecuaciones anteriores y siguiendo el proceso de iteracién hasta i = 9 se

genera el siguiente sistema de 9 ecuaciones con 9 incognitas:

—2y; +199y,/200 + 0y; + 0y, + 0ys + Oyg + Oy, + 0yg + Oyy = —201/2
201y,/200 — 2y, + 199y, /200 + 0y, + Oys + 0y, + Oy, + Oyg + 0y, = 0
0y; +201y,/200 — 2y; + 199y, /200 + 0ys + Oyg + Oy, + 0yg + 0yy = 0
0y; + 0y, + 201y5/200 — 2y, + 199y5/200 + Oyc + 0y, + 0yg + 0yy = 0
0y; + 0y, + 0y3 + 201y, /200 — 2ys + 199y,/200 + 0y, + 0yg + 0yg = 0
0y, + 0y, + Oy; + Oy, + 201y5/200 — 2y, + 199y,/200 + Oyg + Oy, = 0
0y; + 0y, + 0y3 + Oy, + Oys + 201y, /200 — 2y, + 199y5 /200 4+ 0y, = 0
0y; + 0y, + 0y3 + Oy, + Oys + Oye + 201y, /200 — 2yg + 199y,/200 = 0
0y, + 0y, + 0y; + 0y, + Oys + 0y, + Oy, + 201yg/200 — 2y, = —199/20

El sistema tiene como solucion (ver Ap. A)
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v, = 91.400, y, =81.713, y; =73939, y,=65.076, ys;=>56.125
Ve = 47.083, y; =37.951, yg=28.727, yy=19.410.
A B C D E F G H 1 K L

2 PROBLEMA DE VALOR EN LA FRONTERA

3

4 Balance de concentracion en estado estable Ecuacion en Diferencias

, AU U

2 Dy"—Uy'=0 ; y(0) =100, y(L)=10 (1 —Z‘—D) Vers —2y1 + (1 +5)y;_l -0

6

7

8 Condiciones de Frontera Parametros Incremento

9 a ‘ b=L | v(a) | y(b) D | U n’ | h’

10 0 [ 10 | 100 [ 10 100 | 1 10 | 1

11

12 MATRIZ DE COEFICIENTES I

13 V1 ‘ ¥z | ¥z | Vs | Vs | ¥s ¥z | ¥e Vs

14

15 -2.000 0.995 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -100.500

16 1.005 -2.000 0.995 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

17 0.000 1.005 -2.000 0.995 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

18 0.000 0.000 1.005 -2.000 0.995 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

19 0.000 0.000 0.000 1.005 -2,000 0.995 0.000 0.000 0.000 0.000

20 0.000 0.000 0.000 0.000 1.005 2,000 0.995 0.000 0.000 0.000

21 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.005 -2.000 0.995 0.000 0.000

22 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.005 -2.000 0.995 0.000

23 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.005 -2.000 -9.950

24

25 MATRIZ INVERSA DE LOS COEFICIENTES |

26

27 -0.900 -0.796 -0.693 -0.591 -0.490 -0.390 -0.291 -0.193 -0.096 -100.500

28 -0.804 -1.600 -1.393 -1.188 -0.985 -0.784 -0.585 -0.368 -0.193 0.000

29 0.707 -1.407 -2.100 1791 -1.485 1182 -0.882 0.585 0.291 0.000

30 0,609 1212 1,809 2.400 1,990 1584 1182 0.784 0390 0.000

31 -0.510 -1.015 -1.515 -2.010 -2.500 -1.990 -1.485 -0.985 -0.490 0.000

32 -0.410 -0.816 -1.218 -1.616 -2.010 -2.400 -1.791 -1.188 -0.591 0.000

33 -0.309 -0.615 -0.918 -1.218 -1.515 -1.809 -2.100 -1.393 -0.693 0.000

34 0.207 0.412 0,615 0816 1,015 1212 1.407 1,600 0.796 0.000

35 0.0 0.207 0.309 0.410 0,510 0.609 0.707 0.804 0.900 9,950

36

37 . Exacta Diferencias Finitas 120.000

i x

38 v ¥i Es 100.000

39 0 0 100.000 100.000 0.000E+00 :g 30000

40 1 1 91.400 91.400 3.868E-06 L‘_é ’

a1 2 2 82713 82713 |7.716E-06 || § 60000

4 3 3 73.939 73939 | L153E05|| £ 40000

4 4 4 65.076 65076 | 1830E05 || %

44 5 5 56.125 56.125 1.897E-05 ’

45 6 6 47.083 47.083 2.251E-05 0.000

46 7 7 37.951 37.951 | 2.579E-05 0 2 ¢ 6 3 1o

47 8 8 28.727 28727 | 2.854E-05 x = distancia horizontal

& 9 9 19.410 19410 2.996E 05 @ Solucidn numérica (Diferencias Finitas) Selucién Exacta

48 10 10 10.000 10.000 2.626E-05

50

FIGURA 5.10. Solucion exacta y numérica del PVF con el método de diferencias finitas en una hoja de
calculo Excel.

Paso IV: Hacer la representacion grafica. La Fig. 5.10 muestra la solucién numérica por
diferencias finitas, donde la solucién del sistema de obtiene insertando el método de la
matriz inversa en una hoja de calculo Excel (ver Ap. A). Asimismo, se compara la solucién
numérica con la solucién exacta. Conforme a los resultados se tiene que la soluciéon
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numeérica converge a la solucién exacta en todo el intervalo, donde los errores relativos
locales se encuentran por debajo del 107°%. La precisién de las aproximaciones se puede
mejorar si se usa un valor mas pequefio de h, sin embargo, esto requiere resolver un
sistema mas elevado de ecuaciones. En efecto, se recomienda utilizar hojas de calculo u
otras herramientas informaticas para resolver tales sistemas. Por ultimo, es de resaltar
que el método del disparo y el método de diferencias finitas funcionan bastante bien en

el presente caso. No obstante, el método de diferencias finitas es de gran utilidad debido

a la facilidad con la que se puede extender a casos mas complicados.

5.5 Ejercicio de aplicacion: Dinamica de poblacion depredador -

presa

En esta seccion se procedera a resolver numéricamente las ecuaciones de Lotka-

Volterra empleando una hoja de calculo Excel.

Ejemplo 5.6 Dinamica de poblacion depredador - Presa

En la ingenieria ambiental las ecuaciones de Lotka-Volterra se emplean para estudiar la
dindmica poblacional de dos especies de animales que interactiian dentro del mismo
ambiente o ecosistema, donde se parte de la hipétesis que la primera especie (presa) se
alimenta solo de vegetaciéon y la segunda (depredador) se alimenta solo de la primera

especie. El modelo de Lotka-Volterra tiene la siguiente estructura:

x'(t) = ax — bxy, y'(t) =dxy —cy

donde x(t) y y(t) representan el nimero de presas y depredadores respectivamente,
a =razbn de crecimiento de la presa, ¢ = razén de muerte del depredadory by d = la
razon que caracteriza el efecto de la interaccion depredador-presa sobre la muerte de la
presa y el crecimiento del depredador respectivamente. Los términos xy que se
multiplican hacen que el modelo sea no lineal. Dados los parametros a = 1.2,b = 0.6,¢ =
0.8,d = 0.3 ylosvaloresinicialesx = 2yy = 1ent = 0:a) insertar en una hoja de calculo

Excel el método RK4 con h = 0.1 para obtener una solucién numérica al modelo de Lotka-
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Volterra desde t = 0 hasta 30, b) hacer las graficas y = f(t) , x =gt) yy = f(x) y ¢)

comentar los resultados.

Paso I: Problema matematico. Al sustituir en las ecuaciones de Lotka-Volterra, los
parametrosa = 1.2,b = 0.6,c = 0.8 yd = 0.3 ytomando los valores inicialesx = 2yy =

lent = 0, el problema se simplifica al siguiente PVI:

x'(t) =1.2x — 0.6xy, x(0)=2

y'(t) = 0.3xy — 0.8y, y(0) =1

Paso II: Personalizar la hoja de calculo para obtener a x(t) y y(t). La Fig. 5.11 muestra
que el calculo corresponde desde i = 0 hasta i = 1000. De aqui la gran utilidad que
proporcionan las herramientas informaticas puesto que permiten realizar un gran
numero de calculos ademas de representar de forma ilustrativa el comportamiento del

sistema cuando se varian los parametros y las condiciones iniciales.

A B @ D E F G H 1 J K L M N
2 Sistema de ecuaciones diferenciales Acopladas: RK 4t2 Orden. Modelo de Lotka- X (8) = Flt,vy) con x(0) = xg g = hf ()
3 Volterra . . .
& mg = hf (6 45+ 3ma + 5k
g y(£) = glt,x,y) con y(0) =y, L A
6 () =ax—bxy ; y'(t)=dxy—cy con x(0)=2x,y(0) =y en t[ts ;] My = RF (e + 3 h %+ 525+ 5k2)
; . Cah My = AF(E + hx+ Mg 3y + kg)
i1 =L
9 Condici Iniciales Intervalo
ky = hf (it y:
W v | ¥ B . L = hf )
ta1 = X; +— (M + 21ty + 23 +
" 0 ‘ 2 | 1 0 ‘ 30 YL =N 6("”l 2 M ??14) ks :hf(t,+éh,x‘ *%"‘l-]\*%"l)
12 2
h
E Particién Increl:nsntu ‘ bPara.lTEtrus ‘ Yier =¥t g(k 1+ 2k + 2k + k) PR % o % it % .
n a c
15 1000 0.03 12 | 06 | 08 | o3 Ko = hf(t + B +magi + k)
16
17
18 i b my my m; m, ky ky ks ks x{t) vit)
19
20

FIGURA 5.11. Modelo de Lotka-Volterra personalizado en Excel.

Paso III: Insertar el algoritmo de RK4 para ecuaciones acopladas tal y como muestra la Fig.
5.12. Los coeficientes de Runge-Kutta deben insertarse de forma secuencial. Primero se
introduce la formula para m,, seguidamente se introduce la féormula para k;, luego se
introduce la férmula para m, y posteriormente la formula de k,. Este procedimiento se

repite sucesivamente hasta introducir el tltimo término k.

Paso IV: Emplear la opcién de arrastre de celda en Excel y terminar el calculo (Fig.5.13).
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Paso V: Graficasy = f(t) ,x = g(t) yy = f(x).

A B C D £ F < H | J K L M N
2 ‘ Sistema de ecuaciones diferenciales Acopladas: RK 4t2 Orden. Modelo de Lotka- | X0 = 76 y) con x(0) = xp = f 30
3 Volterra
4 m::hf(l.+%h,z=+%m,,y;+%h)
5 ¥ () = g(t,x,y) con ¥(0) =y, 1 1
6 F(t)=ax—bxy ; ¥'(t)=dxy—cy con x(0)=xo,y(0) =% en t[ts, ] mg = hf(ts +3hoxt +3ma.y + k)
g my = hf(e;+ hoxg + ma. y; + k)
8 tei=ti+h
9 Condiciones Iniciales Intervalo
10 & ‘ - | o & ‘ & . ky = hf (e ys)
h ° | 2 | 1 0 | 30 x[ﬂzxi+E(m,+2mg+2m3+mq) k;=hf(z,+éh,x‘+%mrr‘+%k,)
2 :
h
13 St i S L (R R ST BV S S
14 n h a [ b [ < T 4 B :
15 1000 0.03 12 | o6 | o8 | o3 Ku = RF(E + Bt & ma i+ )
1e =L19+(D20+2*E20+2*F20+G20)*$C$15/6
17 = (19 + $C$15 = E11 — =$G$15*L19*M19-$F$15*M19 ( ~=C11 ) /
18 i v [ m m, my my k ks ks K x| ¥(t)
19 0 0.0000 | 2.0000 | 10000 —+=D11
20 1 |, 00300 |, 0.0360 | 00364 |, 00364 | 00369 | l-0.0060 | -0.0058 | -0.0058 | -0.0056 20364 . 09942
21
22
= * * *
= | D815~ 119 — $E$15 119 - M19 =M19+(H20+2*120+2*]20+K20)*$C$15/6
24
25 =$G$15%(L19+F20*$C$15)*(M19+]20*$C$15)-$F$15*(M19+]20*$C$15)
26
g =$G$15%(L19+0.5*E20*$C$15)*(M19+0.5*120%$C$15)-$F$15* (M19+0.5*120*$C$15)
29
30 =$G$15%(L19+0.5*D20*$C$15)*(M19+0.5*H20*$C$15)-SF$15+(M19+0.5*H20*$C515)
31
gg =$D$15%(L19+0.5*D20*$C$15)-$E$15* (L19+0.5*D20*$C$15)* (M19+0.5*H20%$C$15)
34
35 =$D$15%(L19+0.5*E20*$C$15)-SES15%(L19+0.5*E20*$C$515)*(M19+0.5*120*$C$15)
36
37 | =$D$15*(L19+F20*$C$15)-$ES15*(L19+F20*$C$15)* (M19+J20#$C$15)
38
39
40
FIGURA 5.12. Método RK4 para el modelo Lotka- Volterra en Excel.
A B d D £ F G H | J K L M N
2 Sistema de iones diferenciales Acopladas: RK 412 Orden. Modelo de Lotka- X6 = Fltxy) con 2(0) = xg = (0 0)
3 Volterra
4 my :hf(t;+%h.;tg+%m..yg+%k,)
5 ¥ (£) = gltxy) con y(0) =y, 1 1
6 ¥'(t)=ax—bxy ; y'(t)=dxy—cy con x(0)=2xg,y(0) =y, en t[t;,t,] s = R (5 + gl + 7k
7 my = RF(E + hox; + ma, g + kg)
8 tisy=t;+h
9 Condiciones Iniciales Intervalo
0 = = " & z . k1 = hf (o)
::; 0 | 2 | 1 0 | 30 x,“=x[+g(m+2mg+2m3+m4) k:=hf(5{+%h’x‘%mm%k])
A
13 Particidn |Incremento Parkmetros R P ST
14 n b a | b [ e [ 4 2 z
15 1000 0.03 12 | 06 | o8 | 03 Ka = Rf(e: + hosi + mayi + k)
16
17
18 i & my m ms my ky ke ks ky x() y(©g
19 0 0.0000 2.0000 1.0000
20 1 00300 | 00360 | 00364 | 00364 | 003629 | 00060 | 00058 | 0.0058 | -0.0056 2.0364 09942
1017 298 299400 | 0.0897 | 00888 | 0.0888 | 0.0879 | 00155 | 00140 | 00141 | 00126 3.0572 35979
1018 999 299700 | 00879 | 00870 | 00870 | 0.0860 | 00126 | 00112 | 00113 | 0.0099 29702 3.6092
1019 1000 | 300000 | 00860 | 00850 | 0.0850 | -0.0840 | 0.0099 | 0.0085 | 0.0085 | 0.0071 28852 36176
1020

FIGURA 5.13. Calculo numérico con el método RK4 en Excel

El grafico del lado izquierdo de la Fig. 5.14 muestra las soluciones numéricas usando el
método RK4 con un paso h = 0.1. En primer lugar, se aprecia un patroén ciclico con una

cantidad pequefia de depredadores y un aumento exponencial en el nimero de presas. En
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segundo lugar y para un tiempo determinado, las presas son tan numerosas que la
poblacidon de depredadores empieza a crecer. En efecto, el incremento del nimero de
depredadores causa que las presas disminuyan y esto a su vez conlleva a una disminucién
de los depredadores. Este comportamiento se presenta de forma periddica. En tercer
lugar, se tiene que el pico de la curva para el depredador se retrasa con respecto al de la
presa. Finalmente, el grafico del lado derecho de la Fig. 5.13 muestra una representacion
del estado-espacio donde se observa que la interaccion entre el depredador y la presa

define una 6rbita cerrada en sentido derecho.

N o P Q R s T U v w x v z A4 4B
6
17
i 6.000 4.000
19
I 5.000 3.500
T + 3.000

=]
o 4,000 T 25500
23 = K

©'3.000 £ 2,000

24 ()

<
a5 2.000 I 1.500
26 > 1.000
2z 1.000 0500
&z 0.000 0.000
= 0000 5000 10.000 15000 20.000 25000 30.000 0000 1000 2000 3000 4000 5000 6000
30

t -

31 X = presas
z; ——Presas Depredador —y=f(x) Punto critico
]

FIGURA 5.14. Solucién numérica x(t) y y(t) con RK4 con h = 0.1 y representacion del estado-espacio y = f(x).

Ejercicios propuestos

Observacion:
= Resolver cada uno de los ejercicios planteados haciendo uso de la hoja de célculo
Excel.
=  Construir las matrices numéricas correspondientes a cada método.
= Insertar las celdas con los parametros dados en cada modelo.

= Representar graficamente las soluciones numeéricas.

1.- Para simular la poblacién se emplea el modelo logistico dado por el siguiente PVI:

p'(t) = kgm(1 —P/Pmax)P 5 P(to) = Po
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donde p=poblacion, kg, =tasa maxima de crecimiento con condiciones ilimitadas y

Pmax =capacidad de carga. Dada la condicién inicial p(1950) = 2555 millones y los

parametros kg = 0.026/afio y pyax = 12000 millones:

a) Simular la poblacién mundial entre ¥
1950 y 2000, con el empleo de
cualesquiera de las férmulas de [fg
Runge-Kutta. i

b) Comparar los resultados con la

siguiente solucién exacta:

pmax

1+ [(pmax/po) - 1]e—kgm(x—x0)

p(t) =

Calcular el error verdadero,
(Porque discrepancia en los
resultados? y ;como puede
mejorarse?

c) Hacer que la funcién genere salidas
que correspondan a las fechas de

los siguientes datos:

Afo 1950 1960 1970 1980 1990 2000
Poblacion 2555 3040 3708 4454 5276 6079

d) Desarrollar la grafica de la simulacién junto con los datos presentados.

2.-Los ingenieros ambientales aplican balances de masa al estudio de la dinamica de
poblacion en organismos vivos. Considere el caso de la comunidad de algas o bacterias de
un lago o de un rio, o la comunidad de microorganismos en un sistema de tratamiento de

desperdicios. El balanceo de masa de la biomasa viene modelado por el PVI:

Vc'(t) = Qcentra — Q¢ * reaccion ; c(ty) = ¢



Capitulo 5. Solucién Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

donde V =volumen (m?), ¢ = concentracién o biomasa (mg/m?3), t =tiempo (segundos,
minutos e inclusive hasta afios), Qc, =tasa de alimentacién (g/min), Q = flujo (m3/min) y
el miembro de la ecuacién llamada reaccién se refiere a todos los procesos cinéticos que
median el crecimiento o la muerte de los organismos. Dado un volumen de 12m?3, una tasa
de alimentacién de 175 g/min, un flujo de 1 m3/min y una tasa de reaccién de segundo
orden —kVc? con k = 0.15 m3/g/min

a) Utilizar el método de Euler mejorado con un paso de h = 0.5 para resolver el PVI
hasta que la concentracién alcance un nivel estable. Tome como condicién inicial
c(0) =0.

b) Encontrar un rango de condiciones iniciales de modo que se obtenga una trayectoria
muy diferente de la que se obtuvo con c(0) = 0. Relacione sus resultados con las
soluciones de estado estable.

c) Investigar las aplicaciones de la ecuaciéon de balance de masa en la ingenieria

ambiental.

3.- En la ingenieria ambiental se emplea el siguiente PVI:

Resistencia medicambiental

S,(t) = (ﬂmax - kd) (1 - %)S ) S(tO) = 5o

Enfermedad
Depredadores

Espacio limitado

persistencia

para modelar el crecimiento logistico de una

Biomasa

poblacién bajo el efecto de capacidad de

persistencia de un ecosistema. Los términos, en el

modelo  corresponden a s'(t) =razén de

crecimiento de biomasa en funcién del tiempo, Tiempo

Efecto de la capacidad de persistencia.
Segtin el modelo de crecimiento logistico,
(segundo, minutos e inclusive hasta afios), | &  resistencia medioambiental
(representada por la presion que ejerce

Umax =coeficiente de crecimiento especifico la mano hacia abajo) reduce la tasa de
crecimiento. En cierto tiempo, la

maximo (1/dia), k; =coeficiente de respiracion | poblacién alcanza una capacidad de
; . . . persistencia que la poblacién no puede
(1/dia), K =capacidad de persistencia (mg DW/L) exceder. Imagen: James Mihelcic y Julie

Zimmerman (Ingenieria Ambiental)

s =cantidad de biomasa (mgDW/L), t =tiempo

y So = biomasa inicial (mg DW/L).
Ahora bien, considere que una poblacién tiene una biomasa inicial 2 mg DW/L, una tasa de
crecimiento especifica de 1.1/dia, un coeficiente de respiracion de 0.1/dia y una capacidad

de persistencia de 5000 mg DW/L



Capitulo 5. Solucién Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

a) Utilizar el método de Euler para encontrar la cantidad de biomasa diaria en un lapso
de 15 dias.

b) Comparar los resultados con la solucién exacta que se presenta a continuacion:

K
((K = 59)/s0)e Hmax~ka)t] "

SO =17

Calcular el error verdadero, ;Porque hay discrepancia en los resultados? y ;cdmo
puede mejorarse?

c) Indicar cudl es la poblacién de biomasa en un periodo de 10 dias.

d) Graficar en mismo plano f = s(t) y la tasa de crecimiento especifico u(t).

e) Explicar (acorde a los resultados) que sucede con la cantidad de biomasa para un

tiempo muy largo.

4.- Los problemas de dilucién juegan un papel importante en el estudio de la modelizaciéon
de la calidad del agua y el aire puesto que permiten estudiar la tasa de acumulacién de

contaminantes. Un modelo ampliamente utilizado viene dado por el siguiente PVI:

A(t) =vici — vy 70— ; A(ty) =4
2y (v —vdt 0 0
t=0 t>0
vy
— Espacio abierto, entra y sale de
a — fluido
Espacio cerrado, no entra ni sale
fluido
Ao = Cantidad inicial de soluto A = Masa o porcentaje del soluto en
Vo = Volumen inicial del solvente cualquier instante ¢ : Vs
»> CZ

FIGURA 5.15. Escenario de disolucion.

siendo A" = tasa de acumulacion (g/min) de un soluto en cierto espacio, A = cantidad
acumulada de soluto (g), A, = cantidad inicial de soluto (g), v; =velocidad de entrada del
fluido en (m3/min), c; =concentracién de la mezcla de entrada (g/m?), v, =velocidad de
salida del fluido en (m3/min), V = volumen inicial del fluido (m3) y t =tiempo (s) (véase

Fig. 5.15). En este contexto supdngase que el aire de una habitacién con 180m? de volumen
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contiene inicialmente 0.15% de CO;. Luego aire nuevo con 0.05% de CO; circula hacia
adentro de la habitacién a través de una ventana en una cantidad de 2 m3/min.

a) Utilizar el método RK4 con un paso de h = 0.5 para determinar el porcentaje de CO>
como funcién del tiempo en los casos en que circula aire hacia afuera por una
segunda ventana con una proporcién comparada con el aire que entra, sea: nula,
igual, 1a mitad o el doble.

b) Comparar los resultados con las soluciones exactas segtn el caso

Si VU, = 0 A(t) = C1U1t + Ao
Sivi=v,=v  A(t) =,V + (4 — ;V)e "%
Sivy # v, A() = 1 [V + (01 = v)t] + (Ao — c1V[1 = (v; — v, /V)e]P2/ 27

Calcular el error verdadero, ;Porque discrepancia en los resultados? y ;cdmo puede
mejorarse?

c) Analizar (acorde a cada caso) que sucede en periodos prolongados.

5.- Existe evidencia considerable para apoyar la teoria de que para algunas especies hay una
poblacién minima m, tal que estas se extinguiran si el tamafio de la poblacién cae por debajo
de m (umbral de Allee). Esta condicion se puede incorporar en la ecuacién logistica
introduciendo el factor (1 — m/p). Asi, el modelo logistico modificado estd dado por la

ecuacion diferencial que se presenta a continuacion:

p'(t) =kp(1—p/LYA—m/p) ; p(ty) = po

siendo p’ =Tasa de incremento de poblacién, p = poblacién en cualquier instante dado,
t = el tiempo cominmente en afios, L =la capacidad limite o de soporte del ecosistema, k =
constante de crecimiento y p, =la poblacién inicial. Dados los valores k = 0.08,L = 1000
ym = 200
a) Resolver la ecuacion diferencial con el método RK4. Tomar una poblacién inicial de
forma arbitrariay h = 1.

b) Comparar los resultados con la siguiente solucion exacta:
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d)

m(L —po) + k(py — m)eL-mE/L)E
L = po + (po —m)eL-mk/L)t

p(t) =

Calcular el error verdadero,
¢Porque hay discrepancia en los
resultados? y ;cémo puede
mejorarse?

Describir qué le sucede a la
poblacién para varios valores
iniciales. ;Cuales son las soluciones
de equilibrio?

Indicar que sucedesim <p < Ly
si0<p<m.

Mostrar que si p, < mla especie se
extingue.

Investigar la importancia del PVI
presentado (Efecto Allee) en la

ingenieria ambiental.

6.- Suponga que las poblaciones de conejos y lobos se describen mediante las ecuaciones de

Lotka - Volterra (Sec. 5.6) con a = 0.08,b = 0.001,c = 0.02 y d = 0.00002. El tiempo ¢ se

mide en meses. A partir de estos datos resuelva los siguientes incisos:

a)

b)
c)

d)

Encontrar las soluciones constantes (llamadas soluciones de equilibrio) e interprete
la respuesta.

Usar las ecuaciones de Lotka-Volterra con el fin de hallar una expresion para y' (x).
Utilizar como valores iniciales los resultados del inciso a y resolver la ecuacion
diferencial del resultado del inciso b.

Hacer la grafica y = f(x) Numero de zorros (depredador) en funcién de las presas
(conejos).

Suponer que en algin punto del tiempo hay 1 000 conejos y 40 lobos. Dibuje la curva
soluciéon correspondiente y emplearla para describir los cambios en ambos niveles

de poblacién.
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f) Usar el valor anterior como valores iniciales en t = 0 y usando el método RK4

encontrar las poblaciones de conejos y lobos como funciones del tiempo.

7.- En la ingenieria ambiental los modelos de competencia se emplean para estudiar la
dinamica poblacional de dos especies de animales que compiten por los mismos recursos
(como alimento y espacio vital) dentro del mismo ambiente o ecosistema. Uno de los

modelos que describe la interaccion de dos especies en competencia es:

x'(t) = x(a; — bix — 1Y), x(to) = xg

y' () =y(a; — by — c3x), y(to) = Yo

donde las poblaciones x(t) y y(t) se miden en miles y t en afios. Los parametros
aq,a,,bq,by,cq yc, son constantes positivas. Supongase que cierta poblaciéon de hienas
X compite con cierta poblaciéon de leones y por alimentos donde a; = 2,a, =1,b; =
04,b, =01,yc; =¢, =03
a) Encontrar las poblaciones x(t) y
y(t) empleado el método RK4 con
h =0.25 bajo las condiciones
iniciales x(0) = 1.5y y(0) = 3.5
b) Describir cémo cambia cada
poblaciéon a medida que pasa el
tiempo.
c) Analizar las poblaciones en un
periodo largo.
d) Graficar la trayectoria de fase para
la poblacién de hienas y leones.
e) Observar las dinamicas de las
poblaciones al cambiar sus

parametros.

8.- La Fig. 5.16 muestra un escenario de problemas de disolucién donde un soluto disuelto

en un fluido entra a un espacio 1 a una velocidad v; y concentracién c;. La solucién bien
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homogeneizada de concentracién c, sale del espacio 1y entra al espacio 2 a una velocidad
v,. A su vez, la solucion bien homogeneizada del espacio 2 de concentracion c; sale a una
velocidad v;. La tasa de acumulacién del soluto en los espacios 1 y 2 vienen dado por el

siguiente PVI:

Ay
! — —
A1 (t) = vic; — vy VT (o — o A1 (to) = Aox
1+ (w1 —v2)
Ajv A,v
’ 1v2 2V3
2(0) = - A;(to) = Aoz
Vi+ @ —v)t Vot (v —v3)t’
t=0 t>0
v, (gal /min)
Espacio 1 Espacio 1
¢ (Ib/gal)
Espacio cerrado, no entra ni sale fluido Espacio abierto, entra y sale fluido
Agy = Cantidad inicial de soluto A; = Masa o porcentaje del soluto en

_ o cualquier instante t
V; = Volumen inicial del solvente v, (gal /min)

[ L]

Espacio 2 Espacio 2 ¢, (Ib/gal)

Espacio cerrado, no entra ni sale fluido .
A, = Masa o porcentaje del soluto en .
Ay; = Cantidad inicial de soluto cualquier instante vz(gal/min)

—

V,= Volumen inicial del solvente

—

—

cs(Ib/gal)

FIGURA 5.16. Escenario de disolucion de dos tanques conectados.

siendo A, y A, la cantidad acumulada de soluto (g) en los espacios 1 y 2 respectivamente.
En este sentido, supdngase que dos albercas contienen cada una 10 mil galones de agua con
cloro al 0.01%. Las albercas estan conectadas por un sistema de bombeo y una de ellas
conecta con un sistema de bombeo de agua publica. A partir de t = 0 se bombea agua del
servicio publico con cloro al 0.001% hacia una alberca a razén de 5 gal/min.
Simultaneamente se activa el sistema de bombeo que une a las albercas y el agua bien
mezclada sale de una y entra en la otra con la misma razén. Por ultimo, la segunda alberca
drena agua con una rapidez de 5 gal/min.

a) Utilizar el método RK4 con un paso de h = 200 para determinar el porcentaje de

cloro como funcién del tiempo en las albercas.
b) Analizar como cambian las soluciones si inicialmente la cantidad de agua y el

porcentaje de cloro de cada una de ellas es diferente.
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c) Estudiar como cambian las soluciones si los drenados entre las albercas son
diferente.

d) Indicar que sucede con el incremento de cloro en periodos prolongados.

e) Investigar acerca de los valores de concentracion de cloro disuelto en agua aptos

para el consumo humano.

9.- En problemas de modelizacion de la calidad superficial del agua, la ecuacién de difusién
es ampliamente utilizada para el estudio de transporte de contaminantes. Un modelo
tedrico unidimensional para la difusién quimica a través de una capa delgada queda descrita

mediante la siguiente ecuacion:

dc d%c

3t g2 Le

donde c(x, t) es la concentracién en moles/cm3, la difusividad k es una constante positiva
con unidades de cm?/sy L > 0 es una tasa de consumo con unidades s~1. Supdngase que
en estado estacionario un compuesto c se difunde a través de un tubo de d = 4cm de largo
y reacciona conforme se difunde. En un extremo del tubo se encuentra una fuente grande
de ¢, con concentracién de 0.1 M (mol/L) y en el otro extremo un material que se absorbe
con rapidez cualquiera c y hace que la concentracién sea OM. Si k = 1.5x107® cm?/sy L =
5x1076s71,

a) Utilizar el método del disparo con h = 0.5 para determinar la concentraciéon ¢ como

funcidn de la distancia en el tubo.
b) Resolver el inciso anterior empleando el método de diferencias finitas.

c) Comparar los resultados con la soluciéon exacta:

c(x) = ¢y csch ( L/k d) sinh [m (d— x)]

d) Estudiar como cambian las soluciones si se varian los pardmetros k y L.
e) Investigar las aplicaciones del PVF presentado (Ecuacién de Difusiéon) en la

ingenieria ambiental.
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10.- La ecuacién de adveccion-dispersion tiene diversas aplicaciones en la ingenieria
ambiental, tales como el disefio de reactores y transporte de contaminantes a lo largo de
caudales. Para un reactor alargado con un solo punto de entrada y salida (ver Fig. 5.17)
donde la sustancia quimica a modelar esta sujeta a un decaimiento de primer orden y el
tanque estd bien mezclado vertical y lateralmente. La ecuacién de adveccion-dispersidn,
toma la siguiente estructura:

ac d%c ac

5t~ D Ugy ke

donde ¢ =concentracién (moles/m3),
t =tiempo en horas (h), D =coeficiente de
dispersion (m?/h), x =distancia
horizontal a lo largo del reactor (m),
donde x = 0 es el punto en el que entra el
contaminante, U =velocidad del agua que
fluye a través del reactor en la direccién x
(m/h) y k=es el coeficiente de
decaimiento de primer orden (h™1). Esta
ecuacion especifica que la turbulencia de
mezclado tiende a mover la masa desde
regiones de alta concentracion hastalas de
baja concentracién. Ahora bien, supéngase
que para un t < 0 el reactor se llena con
agua libre de la sustancia quimica y
posteriormente en t =0 se inyecta tal
sustancia quimica en el flujo de entrada del
reactor a un nivel constante cq,. Asi, se

tienen las siguientes condiciones de

frontera

Cen =Co—Dcy/U 'y c'(L,t)=0
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La segunda condicién especifica que la sustancia sale del reactor simplemente como una

funcidn de flujo a través del tubo de salida. Es decir, se supone que la dispersion en el reactor

no afecta la velocidad de salida. Bajo estas condiciones

a)

b)

c)

d)

e)

Utilizar el método de diferencias finitas para resolver el PVF en niveles de estado
estacionario.

Calcular a partir del resultado del inciso anterior la concentracion a lo largo del
reactor paralos valores D = 2,U = 1,h = 2.5,k = 0.2y co, = 100.

Indicar que ocurre con la solucién si D = 4. ;Qué ocurre con la turbulencia de
mezclado?

Concluir acerca del comportamiento de la concentracion a lo largo del reactor.

\,
N,

|

—0 ]9

FIGURA 5.17. Reactor alargado con un solo punto de entrada y salida.

Analizar qué ocurre si h < 2D /U. ;Qué ocurre con el calculo numérico?



Capitulo 5. Solucion Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

| 5.7 | Proyecto para grupo: Dinamica de fluido atmosférico

Los ingenieros ambientales modelan diversos problemas que implican sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Uno de ellos es el Modelo de Lorenz el cual
se deduce de las ecuaciones de Navier-Stokes para el movimiento de un fluido y se utilizan
para simular la atmoésfera. Ademas de sus obvias aplicaciones en el prondstico del tiempo,
son utiles para estudiar la contaminacidn del aire y el cambio climatico mundial.

El modelo de Lorenz viene dado por el siguiente PVI:

x'(t)=—ox+oy , x(ty) =x
Yy =rx—y—xz , y(to =y,
zZ’®)=—-bz+xy , 2z(ty) =z,

siendo x =la intensidad del movimiento del fluido atmosférico, y =variaciéon de la
temperatura en la direccion horizontal, z =variacién de la temperatura en la direccion
vertical, ¢ (Numero de Prandtl) = cociente entre la viscosidad cinematica del fluido y la
difusividad térmica r (Numero de Rayleigh) = producto del nimero de Grashof (cociente
entre las fuerzas de flotacion y las fuerzas viscosas que actiian en un fluido) y el nimero de
Prandtl y b =constante de proporcionalidad. Noétese que la no linealidad esta dada por los
productos xz y xy (Nieves y Dominguez, 2014). Dados los parametros ¢ = 10,b =
2.666667,r = 28, las condiciones iniciales x =y =z=5 en t =0 y el intervalo de
integracion desde t = 0 hasta 20:

a) Insertar el método numérico RK4 con doble precision en una hoja de calculo Excel
para obtener las soluciones de estas ecuaciones. Es de resaltar que debe investigar la
estructura del método RK4 para sistemas de ecuaciones diferenciales 3x3.

b) Graficar los resultados para visualizar como las variables dependientes cambian con
el tiempo. ;Qué tipo de comportamiento exhiben?

c) Disefiar la hoja de calculo de forma tal que permita variar los parametros y asi
visualizar el comportamiento grafico de las soluciones.

d) Graficar las variables dependientes unas contra otras para observar si surge algiin

patrén interesante.
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g)

h)

Analizar como cambia la solucioén si se varia ligeramente la condicién inicial para x
(de 5a5.001). ;Qué puede concluirse?

Indicar a partir de los resultados la conclusion de los estudios de Lorenz que sugieren
que pronosticar el clima a largo plazo sera imposible.

Investigar porque a las soluciones del modelo de Lorenz se les conoce como
soluciones cadticas.

Concluir a partir de los resultados que se puede decir acerca del comportamiento

dinamico de la atmosfera y como esta conectado con el cambio climatico.
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APENDICES

Apéndice A

Sistemas de Ecuaciones
lineales: Método de la
matriz inversa.

Apéndice B

Minimizacion de la suma
total de los cuadrados de
las desviaciones.

Apéndice C
Regla Simpson 3/8.

Apéndice D

Repuesta de los problemas
con literales seleccionados

Microsoft Excel. La hoja de calculo Excel es una
herramienta computacional muy tutil para efectuar
calculo numérico. Sus opciones de formulas y disefio
de hojas permiten efectuar calculos extensos de una
manera rapida y efectiva. El apéndice A muestra un
ejemplo practico en la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales (nxn) con un gran nimero de
incognitas desarrolladas por el método de la matriz
inversa gracias a sus funciones: MINVERSO (devuelve
la matriz inversa de una matriz almacenada en una
matriz) y MMULT (devuelve el producto matricial o
la multiplicacién de dos matrices). Imagen: Rafael

Garcia Rodriguez (As-MeriStation).
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Curva de distribuciéon de probabilidad Gaussiana en Excel.
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Apéndice A Sistemas de Ecuaciones lineales: Método de la matriz inversa

Dado un sistema de ecuaciones lineales como el que se presenta a continuacion:

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = bl
aAy1Xq + Ay2Xp + -+ AypnXn = b2
aszqXq + az2Xp + -4+ AzpnXn = b3
. : (A.1)
An1X1 +apaxy, ++ appx, = by

donde las a son los coeficientes constantes, las b son los términos independientes
constantes y n el ndmero de ecuaciones. La solucion tUnica del sistema consiste en
determinar los valores x4, x5, x3, -+, x,, que satisfacen las n ecuaciones. Sin embargo,
debe notarse que en este tipo de sistemas no siempre se obtienen soluciones o
simplemente se tienen una infinidad de éstas. Un procedimiento para determinar
una solucion es el método de la matriz inversa.

Ahora bien, de los cursos de algebra se conoce que los sistemas de ecuaciones

lineales tienen una representacion matricial de la forma:

[d11 + aqp + -+ A1n ]
a21 + azz +---+ azn T
a31 + a32 + e+ asn {B} = [b1:b2:b3:"':bn]

[Al(X} = (B} con [4]=| " - R y (A.2)
{X}T = [xlixZ'x?)""lxn]

_anl +an2 +"'+ ann_

siendo [A] la matriz n por n de coeficientes a, {B} el vector columna n por 1 de las
constantes b y {X} el vector columna n por 1 de las incégnitas x. Ahora bien, una
solucion para {X} de la Ec. A.2 se obtiene usando algebra matricial multiplicando
cada lado de la ecuacidon por la inversa de [A] (en el caso de que [A] sea no singular),

esto es:

[AI7HAN{X} = {B}[A]™* (A.3)
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SUMA - X & J | =MINVERSA(BI3:F17)
A 8 c D 3 F G H ! J K L M N o P Q
5 S
i ; . 1 Vector
Sistema de Ecuaciones 5x5 Matriz inversa [A]
2 columna {B}
s Tt ATt At At Ao D Paso III: En la celda que
LT R T AT AN Rk bj 20 corresponde al primer término
4 2 22X + 82 2 25X = by X . .
BauXy+ Ay + Bpaly  ApaXet AgeXs = D2 R et independiente, insertar la formula
- MINVERSA (matriz) .
B ¥y + 8 + Aas¥a + Ay + Aas¥s =bs =G13 y luego emplear la opcién de
0 gy + AgKo ¥ Ayg¥y + gy + Ak = by arrastre hacia las celdas inferiores.
7 Ag1X; + Ag2X; + A53X;3 + AaXg + A55X5 = D
8
9
10 [ Matriz de coeficientes [A] [Vector columnal Vector i
Solucién. - <
1 | = X n | x| o= {B) lcolumna ) Paso II: En la celda que corresponde al primer término de
12 la matriz inversa, insertar la formula
13 5 4 -1 2 9 2 X = =MINVERSA(B13:F17). Se debe seleccionar todes los
14 4 3 £ 3 4 -65 Xz = términos de la matriz coeficientes. Ver rectangulo de linea
15 6 -6 -3 -9 4 -113 X3 = azul.
16 -8 8 5 -3 i 35 X, _
7 -3 7 2 3 ) 50 X5 -
18 ; T .
19 Paso I: Insertar los coeficientes y los términos independientes (forma manual).
" M £ || {=MINVERSA(B13:F17)}
A 8 c D 3 F G H J K L M N o P Q
1
Sistema de Ecuaciones 5x5 ISk R T Vector
2 columna {B}
3 399X + AgoX, + Ay¥g+ X+ A35Xs = by
4 Q51X+ AgpXy + 3K + ApgXy+ AggXg = by -0.718 -0.672 0833 0171 -1217 29
5 34Xy + AgsKn + 333K + AggXy + AgsXs = by -0.405 -0.265 0373 0.138 -0.650 -65
6 g1y + AgaX, + AggX + AesXy + Ags¥s = by -1216 -1139 1296 0352 -1892
7 Qg,X, + AgpXp + A5a%; + AgyXy + AgXg = bg -0.056 -0.059 0024  -0.048  -0.092
8 -0.568 -0.378 0479 0106 , -0.775
9
] [ Matriz d i 14 [Vector columnal Vector 0
1 = x x | x | x | @ columna () Solucién . .
“ L = Paso IV: En primer lugar, ubicarse enla celda I4. En
S -
segundo lugar, emplear la opcién de desplazar
13 5 4 -1 2 ] 29 b R ETT g g2, P P 2
—d__ - celdas y seleccionar todas las celdas de los valores
1 4 3 5 5 65 w - MMULT(matriz1: matriz?) .
2 de la matriz inversa. En tercer lugar, pulsar la tecla
B 6 6 3 - 4 <5 % = F2 y luego simultaneamente las teclas CTRL-SHIP-
16 -8 8 E 3 -6 35 X4 = ENTER. Asi se generan todos los elementos de la
7 3 7 2 -5 5 50 X5 = matriz inversa.
18
19 I
2 Paso V: Seleccionar la celda donde se ubica el primer valor del vector {X} (Primer valor de la solucién) y colocar la formula =MMULT (matriz1;matriz2).
La matriz1 son los elementos de la matriz inversa ( [4:18 ) y la matriz2 son todos los elementos del vector columna {B} ( N4:N8).
Q19 M e
A 8 [ D 3 F G H J K L M N 0 P o
1
) Sistema de Ecuaciones 5%5 Matriz inversa [A]"* | wl“:emr{a}
3 Ay + ApgXa + Ay AeXy + A3sXs = by
1 2,13, + 352X, + 25X + Ap4X, + AsXs = by -0.718 -0.672 0833 0171 -1217 29
5 31X, + g2 + Agg¥s + Age¥y + g% = by -0.405 -0.265 0373 0138 -0.650 -65
6 QguX, + Ay, + AggX + AggX, + AgX; = by -1.216 -1.139 1296 0352 -1.892 113
7 Q5% + AgpXy + 353X + AgyKy + Ags¥s = by -0.056 -0.059  -0.024 0048 -0.092 35
8 -0.568 -0.378 0479 0106 -0.775 50
9
10 [ Matriz de coeficientes [A] |vm.-co1“m| ‘ Vector )
Solucién
n [ = g 2 I I columna 0
2
E 5 4 1 2 9 29 x, _ 1261 Paso VI: En primer lugar, 11bifarse en la celda K13. En
1 4 3 s 5 65 X: N ) seglln@o lugar, emp15§r la‘ opcién de desplazar celdas y
s B s 3 5 4 5 5995 seleccionar las celdas inferiores de los valores del vector
- - - - X; = -189.
. . p 5 p - 2 . columna {B}. En tercer lugar, pulsar la tecla F2 y luego
*® ) . '5 . X = 13 simultineamente las teclas CTRL-SHIP-ENTER. Asi se
:; 3 7 2 0 X5 = -81.05 generan todos los elementos del vector columna {X}
10 proporcionando la solucién del sistema de ecuaciones.

FIGURA A.1. Solucién de un sistema de ecuaciones 5x5 por el método de la matriz inversa en una hoja de calculo
Excel.

como el producto [A]1[A] es igual a la matriz identidad, la ecuacién se convierte en:

{x} = {B}A]" (A.4)
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En efecto, se ha encontrado la solucién {X} de la Ec. A.2. La Fig. A.1 muestra el
método de la matriz inversa en una hoja de calculo Excel. Notese que la
configuracion solo requiere el valor de los coeficientes y si el sistema tiene solucidon
Unica automaticamente se tendra la solucion para cualquier sistema 5x5. Ademas, si
se siguen los pasos detallados en la Fig. A.1, se pueden resolver sistemas con mayor
numero de ecuaciones y de incdgnitas. Cabe destacar que estas soluciones se pueden
construir por Excel gracias a que el Software tiene entre sus opciones el calculo de
lainversa de una matriz mediante la férmula =MINVERSA (matriz) y el calculo de la

multiplicacién de matrices mediante la férmula =MMULT (matriz1;matriz2).

Apéndice B Minimizacion de la suma total de los cuadrados de las desviaciones.

Sea

Sp= ) i =GP (B.1)

i=1

la suma total de los cuadrados de las desviaciones de una curva que mejor se ajusta

a un conjunto de datos. En el caso de un ajuste lineal f(x) = ax + b

Sy =) [y;—b—ax;]?. (B.2)
2

L

Nétese, que un aspecto importante de la funcién S, es que los simbolos x; y y; son
constantes mientras que a y b son las variables (incognitas). Asi pues, el problema
de encontrar la linea recta que se ajusta mejor a un conjunto de datos se resume a
determinar los valores ay b que minimizan a S,.. En efecto, en el lenguaje del calculo
la derivada parcial de S, respecto a la variable a y la derivada parcial de S, respecto

a la variable b deben anularse, esto es:
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n (B.3)

Dado que la sumatoria opera sobre los elementos con el indice i y aplicando un

poco de algebra se desprende el siguiente sistema de ecuaciones (2x2):

'M=EM3

,..
1l
oy

n
bn+a2xl

i=1

n n
bei+a2x

i=1 i=1

(B.4)

XiYi

Donde una forma de obtener su solucién (método de reduccién) consiste en
multiplicar la primera ecuacién por la 7', x; para luego multiplicar la segunda
ecuacion por -n y posteriormente sumar ambas ecuaciones. Asi el sistema se

resume a una sola ecuacién cuya tnica variable es a, que al resolver resulta:

S S S ()] e

y que luego al revolver para b

=%<iyi+aixi> (B.6)

En consecuencia, los valores de a y b se construyen a partir de los mismos datos. En
términos generales dependiendo de la curva de ajuste a construir se generan

sistemas de ecuaciones lineales e inclusive no lineales. En el caso de ajustes
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polinémicos el nimero de ecuaciones e incognitas es equivalente a la cantidad de

parametros a determinar.

Apéndice C Regla Simpson 3/8

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] y sea n un nimero n > 3. La regla

Simpson 3/8 para aproximar el area bajo la curva representada por la integral

definida esta dada por:

b n-2 n—-1 n-3
3(b—a)
[ reax ~ = [f(xo) W IOREDWIOREIWIED +f(xn)l 1
a 1=1,4,7 i=2,5,8 1=3,6,9
y s Y f(x2) f(x3)
Fous) Tei? - f0a) e
: f(xo)/-/'
fx) 1 <xn3)
f(x) f(xn—2)
f(xn—l)
fxa)
{65
X i
a Xi-z Xip Xiq Xx; b Xo X1 X2 X3 Xn—3 Xn—2Xp_1 X,
Xo=a x,=b

FIGURA C.1. Geometria de la regla Simpson 3/8.

donde Ila localizacion de los valores de x;=x,+ (b—a)i/n
parai=0,1,2,3,--:n y x, = a. Esta regla es un caso particular de la formula de
Newton-Cotes en el caso donde la aproximacién se efectiia con el polinomio
Pn(x) =ayp +a;x+ -+ ap,_1x" ! + a,x™ de grado tres. La descripcién grafica de la
regla de Simpson 3/8 consiste en aproximar las areas bajo la curva con areas

formadas por segmentos curvos definidos por polinomios cibicos y el eje x unido
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por cuatro puntos tal y como se muestra en los graficos de la Fig. C.1. Notese que el
meétodo se puede emplear sélo si el nimero de segmentos es multiplo de 3 dado que

los subintervalos se agrupan en particiones tales que

A=%9<X1 <X <X3 <Ay < X5 < X" < Xp3<Xp2<xp1<x;=b (C.2)

[x0, x5] [x3, x6] [%n—3, %n]
Ahora bien, la regla Simpson tiene un error de
b — 5
- Y F@
E.=— (), a<é&<b. (C.3)
6480
D7 - Fe | =(L/($184*RAIZ{2*PI())))*EXP(-1*(C7-$1$4) 72/ (2*$1$472))
A B c D E F G H | 1 K L M N o} P Q R 5

1
2 Integral de la funcién Limites de integracién | Particién Base Pardmetros Regla del punto medio

1wz Ax i - E 35— 2 1 w3
3 )= e w*/(a?)| X 2 L Mediay [Desvicion [ ree (8 D e +3 Y G +3 Y fOd+T Y [+ flx)
A av2n TS 12 13 94 12 ] n et A e
2 T
5] | (‘] 12;0 ;(0";4 Paso I Definir los pardmetros de la funcién y de la integral. Para la funcién de distribucién Gaussiana los
; - s a.uF"J I valores de 1y & y para la integral los limites de integracién, las particiones y valor del paso.
) 2 12.5 0.072
10 3 13.8 0.056 finir 1 1 de i m v f(x N I ila f la = do o la fo la=

=0 0039 Paso II: Definir los valores de i, % y f(x:). En primer lugar, para ila formula =B7+1. En segundo lugar, para x;1a formula =$E$4+$H34
gl 4 15. - *B7. En tercer lugar, f(x;) la formula =(1/($]$4*RAIZ(2*PI())))*EXP(-1*(C7-$1$4)~2/(2*$]$472)). Luego se seleccionan las celdas y
12 5 163 | 0.025 . . 3 i
hacia abajo. El valor se i=0 en la celda B7 se coloca manualmente.
13 6 175 0.015
14 7 18.8 0.008
15 i 200 | 0.004 Paso III: Caleular el 4rea bajo la curva insertando la férmula de Simpson 3/8. Eligiendo la celda D21, la férmula es =(3*(F4-E4)/(8
16 9 #G4))*(D7+D19+3*(D8+D11+D14+D17)+3*(D9+D12+D15+D18)+2%(D10+D13+D16))
17 1
18
13 Paso IV: Hacer la gréfica de f(x) tomando como intervalo los limites de integracién. Luego hacer la grafica de los arcos definidos por
los polinomios ciibicos. Para ello seleccionar los datos y emplear la opcién de Excel insertar grafico
2
526 2 &
A B c D E F G H | 1 K L M N o} P Q R 5

1
2 Integral de la funcién | Limites de integracién | Particién | Base Pardmetros Regla del punto medio

T = ) . T A n1 n1 w3
3 )= e w*/(a?)| X 2 L Mediay [pesviacion o [ ree (8 D e +3 Y G +3 Y fOd+T Y [+ flx)
A av2n TS 12 13 94 12 ] n et A D
5
6 i % (6] 0.100 —e—Arcol —e—Arco2 —e—Arco3 Arco 4
7 a 10.0 0.094 0.100
8 1 113 0.086 :
] 2 125 0.072
10 3 13.8 0.056
n 4 15.0 0.039
12 5 163 0.025 = 0.050
13 6 | 175 | o015 #0050
14 7 18.8 0.008
15 8 20.0 0.004
16 9 213 0.002
17 10 22.5 0.001 2000 0.000
LB 11 | 238 | 0.000 ) 150 200 250 BTy 150 200 250
19 12 25.0 0.000 x
20 ®
2

FIGURA C.2. Calculo de area empleando la regla de Simpson 3/8 conn = 12.
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Por inspeccion debido a la presencia en el denominador del numero 6480 se tiene
que la regla Simpson 3/8 es mas exacta que la regla 1/3. Sin embargo, en diversos
casos se prefiere la Regla Simpson 1/3 ya que alcanza una exactitud de tercer orden
en lugar de los cuatro puntos requeridos por la regla 3/8.

La Fig. C.2 muestra el calculo del area bajo la curva por medio de la regla Simpson
3/8 de la funcion de distribuciéon Normal con desviacién estandar ¢ = 4.2 y media
1 = 9.4 en el intervalo [10.25] para una particién n = 12 en una hoja de calculo
Excel. Los procedimientos para la insercion de los valores de la funcion, la integral y
de la regla Simpson 3/8 se detallan paso por paso. Notese que en la hoja se pueden
ajustar los parametros y, o y el intervalo de integracion, permitiendo asi visualizar
el comportamiento grafico de la funcién como el cambio del valor en el area.
También es de resaltar que por aspectos didacticos se ha insertado la férmula de la
distribucién normal (=EXP(-1*(C7-$1$4)"2/(2*$]$4"2))/($]$4*RAIZ(2*PI())), no
obstante entre sus funciones Excel tiene disponible la férmula
=DISTR.NORM.N(x;media;desviaciéon estandar;acumulado) que permite de una

manera mas sencilla construir la tabla de valores con su respectiva grafica.

Apéndice D Repuesta a los problemas con literales seleccionados

Respuestas a los problemas de la seccién 1.7

Aproximacion de cos x por serie de Maclaurin para un total Aproximacién de tan™* x por serie de Maclaurin para un total de
de 10 puntos en el [0,m/4] |£q0| < 0.01 cuando se toman 10 puntos en el [0,m/6] |eq5] < 0.5 cuando se toman los
los termino de 4to orden termino de 4to orden
12 0.6
1 0.5
- \ 0.4
Valor real Valor real
= 0.6 ——Orden 1 =03 Orden 1
Orden 2 Orden 2
0.4 Orden 3 02 Orden 3
0.2 —+—Orden 4 01 ——0Orden 4
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 06
X
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3. 4,
Literal a) Literal a)
Gréfica de la funcién lineal cona = 2yb =4 en el Gréafica de la funcién logistica con L=10,b=
intervalo [0.10] 3y k=0.2 enelintervalo [0.30]
30 12
25 10
20 8
=15 > 6
10 4
2
0
0 2 4 6 8 10 0 10 20 30
X X
5. 6.
Literal a) Literal a)
Grafica de la Iv'elocidad de reaccién en funcién de Grafica de la funcién sinusoidal con A — 75 C —
la concentracion del sustrato conk =05yK =2 3,T =11y 6= /4 enelintervalo[1.12]
en el intervalo [0.10]
1 80
76
= =
72
0 68
0 2 4 6 8 10 0 6 12
X X
7. 8.
Literal a) Literal a)

DBOyDBO; conLy=1yk =105

1.2

1

& 08
/m

A 0.6
2

204

0.2

0

Distribucién normalconp = 12y ¢ = 3 enelintervalo [0.25]

0.140

0.000

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 250
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9. 10.
Literal a) Literal a)

Nivel de agua del tanque como funcién del tiempo dados
los parametros g =98k =0.6,0=0.05L=2yR=1.
Tiempo de vaciado t,, = 4543s

25
2
15

=

1
0.5

0
0 1000 2000 3000 4000 5000
X

Volumen de agua en funciéndenivel hparal=2yR =1

7

6

5

. 4

3

2

1

0
0 1 1 2 2

h
Literal c)

h 2R 3R/2 R R/2 0

V% 1100.00%| 38.10% | 50.00% | 26.44% | 0.00%

Respuestas a los problemas de la seccion 2.8

1.Literal a) y b) 2. Literal a)
120 12
100 L =2yt; =6 10 x;=05yx, =15
:g o = 4.003; £49, = 0.031% 8 ¥q =0.977; a3, = 0.221%
£ 40 6
o
£ 20 13 = 4
: o __ e S e P e
@ [ e S S — L T
g R S S S S N R R N
S o209 2 4 6 8 10 12 0 e
-40 oo 0500 1000 1500 2000 2500  3.000
-60 -
-80 4 |
-100 - 6
tiempo x (km)
Literal a) Literal a)
4.00E+06 12 ) E
=80yp, =99 c=2ye =
3.00E+06 b YPs 1 AV 5
cq=4.624; g4, = 0.005%
= - = 0, a 1 Sa%
5 00E+06 Pa = 92.617; £qe, — 0.160% 08
L00E+06 1.OOE+06 g 06
o M HO06 [ersesnerrmr s B s
3 II
0.00E+00 - S 02
opo 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00 S: 0.00
-1.00E+06 H 0
02 2 1 6 ]
-2.00E+06
-04
-3.00E+06
' P % -0.6
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5.

Literal a)

x(1), y(t) y £()

14.000
12.000
10.000
8.000
6.000
4.000
2.000
0.000

top = 0.3y tg; = 0.9
ta1 = 0.398; £45, = 0.001%
6680 Taz = 0.954; £49, = 0.012%

200890

-4.000
-6.000

-8.000

0.200 0.400 0.600 0.80Q 1.000

Tiempo

6.
Literal a)

0.8 to1 = 0.000 y to, = 1.000

06 tag = 0.156; &4y = 4.6312107°%
05 05  taz = 1.373; £44, = 0.005%

0.4

my

0.2

0.oc. 1.000 2.000 3.000 4.000 5.000
02 | e

-0.4
Tiempo

Acumulacién de C02 (Ib/ft3)

10

t;=70yt, =80
te = 76.719 min ; £4 = 0.204%

0.goo

20.000 40.000 60.000 80. 100.000

Tiempo (min)

9.

Literal a) y b)

f(T, Osp)

0.300
0.200
0.100
0.000

o5r = 12 mg/L
T, =280572K, £, = 0.028%

-0.1002
-0.200
-0.300
-0.400
-0.500
-0.600
-0.700

=]

280 290 300 310 320

T(K)

8.
Literal a)

12.00

10.00

8.00

6.00

0 (mg/1)

4.00

2.00

0.00

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00
Tiempo

10.
Literal a)

0.e00
0.400 K,, = 7x107** mol/L

0.200 T, = 282564 K, £, = 0.014%

0.000

0.200 280 290 300 310 320

-0.400

f(T, Kw)
3

-0.600
-0.800

-1.000

T (K
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Respuestas a los problemas de la seccion 3.8

1. 2.
Literala) y b) Literal a) y b)
18 0.2514x+14.761 00
y=0. X+ . - = 97.9150151x
) R2=0.9999 v 2000 Y e 09996
=1} = = -
=17 o B
= | 'S 1500 i
e 1 :
= 16 P 2.1000 -
3 . 0l
g . & .
=15 e 500 I
o .
0
14 0 5 10 15 20
0 2 4 6 8 10 12 x = tiempo (afos)
X (afios) ,x=0->2009

Modelo lineal y = 91x — 170 con R? =

Literal ¢) 20.040 millones de habitantes 0.856.

y d) 251400 personas por afio Literal d) 600 personas

Literal a) y b) Literal a) y b)

_ 800 . p 11000 | y = 6.650+ 1.820sin(0.524t + 4.496)

g ¥ =5.2686x%-0.7779x + 225.09 RP— 0,994 e

Z R*=0.996 & = 10.000 =" PR

< 600 < 10 ..,

< - S . -

[ o < 92000 : .

£ 400 s %

o e £ 8000 o *.

N o P . =2 -.'. ‘.

5 200 yo7.000 [ .

E

i 0 6.000

= 2 4 6 8 10 0 > 10
tiempo (afios) x = tiempo (Meses)

Literal c) 1398.86 miles de millones Literalc) 6.650h ; T = 12 meses
kW - h.

5. 6.
Literala) y b) Literal a) y b)
140
30 120 | ¥ =3345-10003% .
P S . e + 2 RZ=0.928
N £ 100
=20 |: 24,6503 g g0
— I Vo= =)
w15 |: 0.387+x g 60 )
S : 2 _ =
210 | R =099 £ 40 R
25 b R e T U
. PN SUPTR Y.
0 20 40 60 80 100 0 w200 30 40
[S] (M) tiempo (anos)

Literal c) 235 hipopotamos
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7. 8.
Literal a) y b) Literal a) y b)
20 _ ; : 100
18 y=-0.0017x +0.9885x--0.3569x+ 1.1996 e y =110— 20.100log, o x
~ 16 R2=0.9948 s 90 |e
=} K - . RZ =1
g 14 -~ % )
= 12 -t = 80 ..
=] . =1 .,
£ 10 < 70 T
g 8 * @ .. LT S
g e . 2 R
E ¢ v £ P
= et = 50
2 fealw ...?-""'-
0 — 40
0 5 10 15 20 0 100 200 300 400 500
Tiempo (aiios) Radio (m)
Literal c) 24.24 milimetros
Literal c¢) 31.08 metros
9. 10.
Literal a) Literal a) y b)
9 =1 ® 116.469p
clp) = 164690
8 p(x) = 4.004e~15% 4 2.921¢703% 4 1 5p5e005* 12 (p +8.852)(98.740 — p) :
7% g 810 | g2—q000 f
o | o Fo0997 2 g
-9 5 ’ " § 6 .
4 . g2 4 .
3 . BT S 2 T EEn -4
2 Sreees i, [&] RCTTES S
1 Tt reseaaa,. - 0
0 0 20 40 60 80 100
0.000 3.000 6.000 9.000 p%
Tiempo (horas)

a=-—116.469, b = 8.852yc = —98.740

Respuestas a los problemas de la seccion 4.5

1. 2.

Literal a) Aproximadamente 293 Literal a) Aproximadamente un tiempo
industrias, b) Aproximadamente 292 de retorno de 3.637 afios con & =
industrias y c) Aproximadamente 21 0.013%

industrias.

3.
Una probabilidad de 49.02%
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4.
Literal a) Un volumen de 1.57x10° m3

125 =
V =157x°m?
100 +

75 4

50 9

|1

0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12

Flujo (m3,/mes)

x = tiempo (s), x=1 -> Enero; lmes=2.63x%s

5.
Literal a), b) Un volumen de 2.73x107> m} por ambos métodos y Literal c)

Aproximadamente 716355 barriles

16
14 ,/hw—/f/\:
w12 /
Ko
10
1
g
g
Z 6
=1
|
= 4
2 ,,‘-—-—"—-——-c——-*"/_‘\:
0 &
0 4 8 12 16 20 24
x = distancia (millas)
6. 7.
La concentracion promedio Literal a) Un volumen de 50436 L con

corresponde 7.11 g/m3 €a% =~ 5% y Literal b) Un volumen de

49464 L con g49, = 4%

8.
Literal a) 6.15x107 W/m? y Literal b) 6.20x107 W/m?
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0.
Literal a) y b)

I'(z)

pAK

TH (Z)

10

B e P,
-15
-20

-25

-30

10.
Literal a) y c)

0.4 0.6

Termoclina

0.200 0.03
b
g 0.160 w5 0025
g =
] 2 0.02
% 0.120 <
T o L
e = 5 0015
& 0.080 ©
A 1]
2 3 o001
= g =
2 0.040 E 0005
ﬁ
0.000 x 0
0 2 4 6 10 = 4 6 8 10
x = diametro (10-6 m) x = diametro (10-6)
=7
Respuestas a los problemas de la seccién 5.6
Literal a), b), c) y d) Literal a)
7000 12
G‘a(wo 6079 'ch? 10 h=05
E 5000 b
E 4000 E 8
= =
§ 3000 S 6
k] &
EZ(}(}O ‘E 4
1000 8
0 g 2
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 © 0
afio
0 10 15
« Poblacién (valores reales) — Solucién exacta ——Solucién Numérica (RK3) Tiempo (min]
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3.
Literal a) y b)

6000
5000
z
8 4000

[=Iv]
£.3000
2 2000
1000
0

lomas

B

h=0.08

0 5

—Solucidn exacta

10 15

x = Tiempo (dia)

——Solucién numérica

4,
Literal a) y b)

Literal c) 4491 mg DW/L con &, = 3%

5.
Literal a) y b)

% C02

0 40 80 120 160 200
Tiempo (min)

6n exacta

Solucién numerica (RK4)

1600
1400

1200

S~

h=4yp,= 1400

Poblacién

N

s o ® o
S o o oS
& 8 &8 o

]
=3
1S3

o

0 20 40

——Solucién exacta

60 80 100
Tiempo

=== Solucién numérica (RK4)

7.
Literal a), b) y c)

12.00

h =025

10.00

poblaciones

4.00

2.00

0.00

0.00 10.00 20.00

===x(t) = Hienas

30.00 40.00 50.00

Tiempo

===y (t) = Leones

6.
Literal a),d) y €)

160.0000
h=0.6,y(0)=40yx(0)= 1000
120.0000
E
=
T 80.0000
g
a
40.0000
0.0000
0.0000 1000.0000 2000.0000 3000.0000
Presas
=—y=d(p) —e—ClInicialp0 ——S.Equilibric
Literala) y d)
12.00
10.00
2 8.00
i)
o 6.00
©
F 4.00
2.00
0.00
0 50 100 150 200 250 300 350
tiempo (horas)
===Tanque 1 ===Tanque 2
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9.

Literal a) y c)

10.

Literal a) y b)

215

0.120

=)
-
=)
=]

0.080

0.060

0.040

concentracién M (mol/L)

0.020

0.000

I
=
tn

0 05 1 15 2 25 3

Distancia (cm)

—e—Solucién exacta Solucién Numerica (Disparo)

S o

concentracién (moles/m3)
[ R S -
o o & © 5 &

76.44

2.5

0 2 4

distancia (m)

6

10




GLOSARIO DE TERMINOS

Términos

Definicion

Algoritmo

En métodos numéricos un algoritmo es un grupo
finito de operaciones organizadas y ordenadas que
permite solucionar un cierto problema. Se trata de
una serie de instrucciones o reglas establecidas
que, por medio de una sucesiéon de etapas,

permiten acercar el resultado real.

Balance de masa

Los balances de masa se basan en la ley de
conservacién de la masa (la masa de un sistema
aislado es constante), y sirven para contabilizar los
flujos y los cambios de masa en un sistema en
particular, los cuales, proporcionan informacién
muy valiosa para analizar los procesos
de transformaciéon que se encuentran en casi

cualquier proceso natural

Basurologia

Es el estudio de los desechos y de la basura
producida por el ser humano. Como disciplina
académica, fue pionera en la Universidad de
Arizona y durante mucho tiempo fue dirigida por
William Rathje. El proyecto comenzd en 1973, a
partir de una idea de dos estudiantes para un
proyecto de clase. Es una fuente importante de
informacion sobre la naturaleza y los patrones
cambiantes de la basura modernayy, por lo tanto, de

la sociedad humana

Biomasa

Materia organica originada en un proceso
biologico, espontaneo o provocado, utilizable como

fuente de energia.
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Capacidad de persistencia

Identifica la limitacién de espacio y las pérdidas de
densidad-dependencia una enfermedad vy
depredaciéon como componentes de las

condiciones medioambientales.

Cinética enzimatica

Estudio de la velocidad de reacciones catalizadas
enzimaticamente. La velocidad de una reaccién
catalizada por un enzima depende de la
concentracion de moléculas de sustrato, la
temperatura, la presencia de inhibidores y el pH

del medio

Curva logistica

Curvalogistica o curva en forma de S es una funcién
matematica que aparece en diversos modelos de
crecimiento de poblaciones, propagaciéon de
enfermedades epidémicas y difusion en redes
sociales. Dicha funcion constituye un refinamiento
del modelo exponencial para el crecimiento de una

magnitud.

Demanda bioquimica del

Oxigeno

La DBO es una medida de la cantidad de oxigeno
utilizado por los microorganismos en la
estabilizacion de la  materia  organica
biodegradable, en condiciones aerébicas, en un

periodo de cinco dias a 20 °C.

Distribucién Normal

La distribucion normal (en ocasiones llamada
distribuciéon gaussiana) es la distribucién continua
que se utiliza mas cominmente en estadistica, es
un modelo que aproxima el valor de una variable
aleatoria a una situacion ideal, dependiendo de la

media y la desviacion tipica.




Ecuaciones

Stokes

de Navier y

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto
de ecuaciones en derivadas parciales no lineales
que describen el movimiento de un fluido viscoso,
nombradas asi en honor al ingeniero y fisico
francés Claude-Louis Navier y al fisico y
matematico anglo irlandés George Gabriel Stokes.
Estas ecuaciones gobiernan la atmosfera terrestre,
las corrientes oceanicas y el flujo alrededor de
vehiculos o proyectiles y, en general, cualquier
fendbmeno en el que se involucren fluidos

newtonianos.

Efecto Allee

El efecto Allee, asi llamado por W.C. Allee, se
produce cuando, a partir de cierto umbral, el
tamafio poblacional es tan reducido que la tasa de
supervivencia y/o la tasa reproductiva desciende
debido a que los individuos no se reproducen al no
encontrarse con mas individuos de la misma
poblacién. Aunque el efecto Allee se produce de
manera individual, afecta a toda la poblacién
debido a que no hay reclutamiento de nuevos

individuos.

Horas de sol

Las horas de sol pico (HSP) en una unidad de
medida de irradiacidon (energia) suponiendo una
radiacién constante de 1000 W /m?. Por lo tanto, es
una magnitud que se mide en «horas». La hora de
sol pico (HSP), es la energia recibida por una
radiaciéon de 1000 W /m? durante 1 hora. Este
parametro permite calcular de forma sencilla la

energia recibida en un periodo de tiempo.
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[teracion

Es un proceso que trata de resolver un problema
matematico (como una ecuacién o un sistema de
ecuaciones) mediante aproximaciones sucesivas a
la solucién, empezando desde una estimacién

inicial.

Matriz

Una matriz es una tabla cuadrada o rectangular de
datos (llamados elementos) ordenados en filas y
columnas, donde una fila es cada una de las lineas
horizontales de la matriz y una columna es cada

una de las lineas verticales.

Microplastico

Son particulas de plastico menores a 5 mm hasta
tamafos tan pequefios que son imperceptibles. Son
producto de la degradacién de los residuos

plasticos.

Modelo de Lorenz

Es un modelo atmosférico propuesto por el
meteorodlogo estadounidense Edward Lorenz que
consiste en una atmdsfera bidimensional
rectangular, cuyo extremo inferior esta a una
temperatura mayor que el superior. De esta
manera el aire caliente subira y el aire frio bajara
creandose corrientes que haran un intercambio de

calor por conveccion.

Modelo Streeter-Phelps

El modelo de Streeter-Phelps es un modelo
matematico que relaciona los dos principales
mecanismos que definen el oxigeno disuelto en un
cauce de agua superficial que recibe la descarga de
aguas residuales: Descomposicion de materia

organica, y aireacion de oxigeno




Organismo patégeno

Es cualquier microorganismo capaz de producir
alguna enfermedad o dafio en wun huésped,

sea animal o vegetal

Producto i6nico del agua

Es el producto de las concentraciones molares de
losiones H* y OH~a una temperatura particular. El
valor constituye la base para establecer la escala de
pH, que mide la acidez o alcalinidad de una
disoluciéon acuosa; es decir, su concentracion de

iones H* 0 OH~, respectivamente.

Radioactividad

La radiactividad es una reaccién nuclear de
"descomposicién espontanea”, es decir, un
nucleido inestable se descompone en otro mas
estable que él, a la vez que emite una "radiacién".
El nucleido hijo (el que resulta de Ila
desintegracion) puede no ser estable, y entonces se
desintegra en un tercero, el cual puede continuar el
proceso, hasta que finalmente se llega a un nucleo
estable. Se dice que los sucesivos nucleidos de un
conjunto de desintegraciones forman una serie

radiactiva o familia radiactiva.

Razon Aurea

Se trata de un numero algebraico irracional (su
representacion decimal es infinita y no tiene
periodo) que posee muchas propiedades
interesantes y que fue descubierto en la
Antigliedad, no como una expresion aritmeética,
sino como relacion o proporcién entre dos
segmentos de una recta, es decir, una construccion
geométrica. Esta proporcion se encuentra tanto en
algunas figuras geométricas como en la naturaleza:

en las nervaduras de las hojas de algunos arboles,
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en el grosor de las ramas, en el caparazén de un
caracol, en los flosculos de los girasoles, entre

otros.

Vida media

Tiempo que tarda la actividad de una fuente en caer

a la mitad de su valor original
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