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CAPÍTULO 1 

INTRODUCCIÓN A LOS MÉTODOS NUMÉRICOS  

1.1. Soluciones analíticas vs 

soluciones numéricas. 

1.2. Aspectos de las 

soluciones numéricas.    

1.3. Manejo de resultados 

numéricos.     

1.4. Errores en cálculo 

numéricos. 

1.5. Hoja de cálculo Excel en 

los métodos numéricos. 

1.6. Los métodos numéricos. 

en la Ingeniería Ambiental 

1.7. Ejercicios propuestos. 

1.8. Proyecto para grupo: 

Modelo simple de disolución.   

La mariposa del caos. Según el programa de las naciones unidas 

para el medio ambiente, uno de los problemas ambientales 

existente y emergente es la vulnerabilidad humana ante el 

cambio climático. Las curvas mariposas son resultados 

numéricos del modelo de Lorenz que es ampliamente utilizado 

para hacer pronósticos del tiempo, así como como también para 

estudiar la contaminación del aire y el cambio climático mundial. 

Fotografía: Elena Soto (El Mundo). 

Aproximación de una solución numérica a una solución analítica.   
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Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

1.1 Soluciones analíticas vs soluciones numéricas  

métodos analíticos

métodos numéricos

𝑦𝑦′(𝑥𝑥) = 2 + 2 𝑥𝑥2⁄
𝑦𝑦(1) = 0

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 2 𝑥𝑥⁄

FIGURA 1.1. Solución analítica y solución numérica de dos PVI.  
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1.1 Soluciones analíticas vs soluciones numéricas  

métodos analíticos

métodos numéricos

𝑦𝑦′(𝑥𝑥) = 2 + 2 𝑥𝑥2⁄
𝑦𝑦(1) = 0

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 − 2 𝑥𝑥⁄

FIGURA 1.1. Solución analítica y solución numérica de dos PVI.  

Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

𝑦𝑦′(𝑥𝑥) =
𝑒𝑒sin𝑥𝑥 𝑦𝑦(0) = 1

𝑥𝑥
.

𝑦𝑦
𝑥𝑥

la necesidad de plantear en forma matemática un 

problema.

1.2 Aspectos de las soluciones numéricas    

• 

• algoritmos

• iteraciones

• 

errores. 
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hoja de cálculo 

Excel

1.3 Manejo de resultados numéricos     

cifras 

significativas, 

La exactitud

precisión

𝜋𝜋 𝑒𝑒 𝜑𝜑 √5

error 

de redondeo

𝜋𝜋
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hoja de cálculo 

Excel

1.3 Manejo de resultados numéricos     

cifras 

significativas, 

La exactitud

precisión

𝜋𝜋 𝑒𝑒 𝜑𝜑 √5

error 

de redondeo

𝜋𝜋
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1.4 Errores en cálculo numéricos 

error de 

redondeo

errores de truncamiento

Valor verdadero = Valor aproximado + error                            (1.1)

𝐸𝐸𝑡𝑡 = Valor verdadero − Valor aproximado                                (1.2)

FIGURA 1.2. Redondeo y cifras significativas del número 𝝅𝝅 . Imagen de la calculadora tomada de Pixabay.  
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𝐸𝐸𝑡𝑡 𝑡𝑡 

trata del error “verdadero” (

Error relativo fraccional verdadero =  Error verdadero
Valor verdadero                                              
⋮

                                                          𝜀𝜀𝑡𝑡 = Valor verdadero − Valor aproximado
Valor verdadero

      (1.3)

𝜀𝜀𝑡𝑡

𝜀𝜀𝑡𝑡% = Valor verdadero − Valor aproximado
Valor verdadero 100%                       (1.4)

𝜀𝜀𝑡𝑡%

6
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𝐸𝐸𝑡𝑡 𝑡𝑡 

trata del error “verdadero” (

Error relativo fraccional verdadero =  Error verdadero
Valor verdadero                                              
⋮

                                                          𝜀𝜀𝑡𝑡 = Valor verdadero − Valor aproximado
Valor verdadero

      (1.3)
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𝜀𝜀𝑡𝑡%
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 𝜀𝜀𝑎𝑎 = Error verdadero
Valor verdadero − Valor aproximado                                   (1.5)

𝑎𝑎 

𝜀𝜀𝑎𝑎% = Aproximación actual − Aproximación anterior
Aproximación actual 100%             (1.6)

𝜀𝜀𝑎𝑎% 𝜀𝜀𝑎𝑎%

𝜀𝜀𝑠𝑠% criterio de 

paro |𝜀𝜀𝑎𝑎%| < 𝜀𝜀𝑠𝑠

7
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Ejemplo 1.1 Errores en una aproximación  

𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2

2! + 𝑥𝑥3

3! + 𝑥𝑥5

5! + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!

𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑥𝑥

expansión en serie de Maclaurin 𝑒𝑒0.5

|𝜀𝜀𝑎𝑎%| < 1.5 |𝜀𝜀𝑡𝑡%|
𝑒𝑒0.5 = 1.648721

Paso I 𝑒𝑒0.5

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2

2! + 𝑥𝑥3

3! + 𝑥𝑥5

5! + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!

Paso II

𝑒𝑒0.5 ≈ 1    con    |𝜀𝜀𝑡𝑡%| = |1.648721 − 1
1.648721 | 100% = 40% 

𝑥𝑥 = 0.5)

8



Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

Ejemplo 1.1 Errores en una aproximación  

𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2

2! + 𝑥𝑥3

3! + 𝑥𝑥5

5! + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!

𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑥𝑥

expansión en serie de Maclaurin 𝑒𝑒0.5

|𝜀𝜀𝑎𝑎%| < 1.5 |𝜀𝜀𝑡𝑡%|
𝑒𝑒0.5 = 1.648721

Paso I 𝑒𝑒0.5

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2

2! + 𝑥𝑥3

3! + 𝑥𝑥5

5! + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛!

Paso II

𝑒𝑒0.5 ≈ 1    con    |𝜀𝜀𝑡𝑡%| = |1.648721 − 1
1.648721 | 100% = 40% 

𝑥𝑥 = 0.5)
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𝑒𝑒0.5 ≈ 1 + 0.5 = 1.5    con    
   |𝜀𝜀𝑡𝑡%| = |1.648721 − 1.5

1.648721 | 100% = 9.0% 

 |𝜀𝜀𝑎𝑎%| = |1.5 − 1
1.5 | 100% = 33.3%              

𝜀𝜀𝑡𝑡% |𝜀𝜀𝑎𝑎%|

𝑒𝑒0.5 ≈ 1 + 0.5 +
(0.5)2

2! = 1.625    con    
   |𝜀𝜀𝑡𝑡%| = |1.648721 − 1.625

1.648721 | 100% = 1.44%     

 |𝜀𝜀𝑎𝑎%| = |1.625 − 1.5
1.625 | 100% = 7.69%                

𝜀𝜀𝑡𝑡% 𝜀𝜀𝑎𝑎%

𝑒𝑒0.5 ≈ 1 + 0.5 +
(0.5)2

2! +
(0.5)3

3! ≈ 1.646   con
   |𝜀𝜀𝑡𝑡%| = |1.648721 − 1.646

1.648721 | 100% = 0.175%  

   |𝜀𝜀𝑎𝑎%| = |1.646 − 1.625
1.646 | 100% = 1.265%          

|𝜀𝜀𝑎𝑎%| = 1.265% < 1.5%

• 

𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 0.5.
• 
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𝑒𝑒0.5 = 1.648721
• 

• 

Paso III: 

𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 5
[0.1]. 

 

FIGURA 1.3. Aproximación de  𝒆𝒆𝒙𝒙 por una serie de Maclaurin. La tabla de datos y el gráfico se realizó con la hoja 

de cálculo Excel.  
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𝑒𝑒0.5 = 1.648721
• 

• 

Paso III: 

𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 5
[0.1]. 

 

FIGURA 1.3. Aproximación de  𝒆𝒆𝒙𝒙 por una serie de Maclaurin. La tabla de datos y el gráfico se realizó con la hoja 

de cálculo Excel.  
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1.5 Hoja de cálculo Excel en los métodos numéricos  

 

Ejemplo 1.2 Gráfica de la función cuadrática en Excel   

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐    con    𝑎𝑎 ≠ 0
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𝑎𝑎
𝑎𝑎 < 0 𝑎𝑎 > 0

𝑐𝑐
y

b a

[− 𝑏𝑏 2𝑎𝑎, 𝑓𝑓(−𝑏𝑏 2𝑎𝑎⁄ )⁄ ] 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑥𝑥

𝑥𝑥 = −𝑏𝑏 ± √𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎
2𝑎𝑎   con 𝑎𝑎 ≠ 0

𝐷𝐷 = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎 > 0
𝑥𝑥 𝐷𝐷 = 0 𝑥𝑥 𝐷𝐷 < 0

𝑥𝑥

[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2] 𝑥𝑥 ℎ =
(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2) 𝑛𝑛⁄

12



Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

𝑎𝑎
𝑎𝑎 < 0 𝑎𝑎 > 0

𝑐𝑐
y

b a

[− 𝑏𝑏 2𝑎𝑎, 𝑓𝑓(−𝑏𝑏 2𝑎𝑎⁄ )⁄ ] 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑥𝑥

𝑥𝑥 = −𝑏𝑏 ± √𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎
2𝑎𝑎   con 𝑎𝑎 ≠ 0

𝐷𝐷 = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎 > 0
𝑥𝑥 𝐷𝐷 = 0 𝑥𝑥 𝐷𝐷 < 0

𝑥𝑥

[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2] 𝑥𝑥 ℎ =
(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2) 𝑛𝑛⁄
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Paso I

Paso II

la barra de fórmulas

Paso III: 

FIGURA 1.5. Inserción de fórmulas en la hoja de cálculo Excel.    

FIGURA 1.4. Diseño particular de una hoja de cálculo Excel para el estudio de la parábola.   
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Paso IV: 

FIGURA 1.6. Inserción de fórmulas para realizar tabla de datos de valores de graficas en Excel.    

FIGURA 1.7. Diseño en hoja de cálculo Excel para el estudio de la parábola.    
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Paso IV: 

FIGURA 1.6. Inserción de fórmulas para realizar tabla de datos de valores de graficas en Excel.    

FIGURA 1.7. Diseño en hoja de cálculo Excel para el estudio de la parábola.    
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1.6 Los métodos numéricos en la Ingeniería Ambiental  

explícita en palabras claves como “ambiente, naturaleza, cuidado y preservación” 

• 

• 

• 

15
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• 

• 

1.7 Ejercicios propuestos  

▪ 

▪ 

cos 𝑥𝑥 [0, 𝜋𝜋 4⁄ ]
|𝜀𝜀𝑎𝑎%| < 0.01.

|𝜀𝜀𝑡𝑡%|

Nota
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1.7 Ejercicios propuestos  

▪ 

▪ 

cos 𝑥𝑥 [0, 𝜋𝜋 4⁄ ]
|𝜀𝜀𝑎𝑎%| < 0.01.

|𝜀𝜀𝑡𝑡%|

Nota
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cos 𝑥𝑥 = 1 − 𝑥𝑥2
2! +

𝑥𝑥4
4! −

𝑥𝑥6
2! + ⋯+ 𝑥𝑥2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!

tan−1𝑥𝑥 [0, 𝜋𝜋 6⁄ ]
|𝜀𝜀𝑎𝑎%| < 0.5.

|𝜀𝜀𝑡𝑡%|

Nota

tan−1𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3
3 + 𝑥𝑥4

5 − 𝑥𝑥7
7 +⋯+ 𝑥𝑥2𝑛𝑛+1

2𝑛𝑛 + 1

𝐶𝐶02

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑏𝑏

𝑦𝑦

𝑎𝑎 > 0
𝑎𝑎 < 0

𝑥𝑥 = −𝑏𝑏 𝑎𝑎⁄
 𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝐶𝐶02

𝐶𝐶02
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𝑎𝑎 𝑏𝑏 
 

capacidad de persistencia

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿
1 + 𝑏𝑏𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 =
𝐿𝐿 =

𝑘𝑘 =
𝑏𝑏 =

 

𝑥𝑥 ≥ 0.
 

𝐿𝐿, 𝑘𝑘 𝑏𝑏
 

reacciones enzimáticas  

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝑥𝑥3

𝐾𝐾 + 𝑥𝑥3

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 𝐾𝐾
 𝑥𝑥 ≥ 0.
 𝑘𝑘 𝐾𝐾

18



Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

 

𝑎𝑎 𝑏𝑏 
 

capacidad de persistencia

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿
1 + 𝑏𝑏𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 =
𝐿𝐿 =

𝑘𝑘 =
𝑏𝑏 =

 

𝑥𝑥 ≥ 0.
 

𝐿𝐿, 𝑘𝑘 𝑏𝑏
 

reacciones enzimáticas  

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝑥𝑥3

𝐾𝐾 + 𝑥𝑥3

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 𝐾𝐾
 𝑥𝑥 ≥ 0.
 𝑘𝑘 𝐾𝐾

Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

 

 

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 sin (2𝜋𝜋
𝑇𝑇 𝑥𝑥 + 𝜑𝜑)

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 =
𝐴𝐴 =

𝐶𝐶 =
𝑇𝑇 = 𝜑𝜑 =

 

𝑥𝑥 ≥ 0.
 

𝐴𝐴, 𝐶𝐶, 𝑇𝑇 𝜑𝜑
 

la 

demanda bioquímica de oxígeno

DBO)

DBO = 𝐿𝐿0𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘   ;   DBOt(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿0(1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘) 
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Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

𝑥𝑥 = 𝐿𝐿0 =
𝑘𝑘 =

 DBO DBOt 𝑥𝑥 ≥ 0.
 𝐿𝐿0 𝑘𝑘
 DBO DBOt

 DBO DBOt

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2𝜋𝜋𝜎𝜎

𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2 (2𝜎𝜎2)⁄

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 = 𝜇𝜇 =
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎2 =

𝜇𝜇 𝜎𝜎

 𝑥𝑥1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥2

 𝜇𝜇 𝜎𝜎
 

 𝑥𝑥

 

𝐿𝐿 𝑅𝑅
𝜑𝜑

ℎ
𝑥𝑥
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Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

𝑥𝑥 = 𝐿𝐿0 =
𝑘𝑘 =

 DBO DBOt 𝑥𝑥 ≥ 0.
 𝐿𝐿0 𝑘𝑘
 DBO DBOt

 DBO DBOt

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2𝜋𝜋𝜎𝜎

𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2 (2𝜎𝜎2)⁄

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 = 𝜇𝜇 =
𝜎𝜎 = 𝜎𝜎2 =

𝜇𝜇 𝜎𝜎

 𝑥𝑥1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥2

 𝜇𝜇 𝜎𝜎
 

 𝑥𝑥

 

𝐿𝐿 𝑅𝑅
𝜑𝜑

ℎ
𝑥𝑥

Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

ℎ(𝑥𝑥) = 2𝑅𝑅 − √9𝑔𝑔𝑔𝑔2𝜑𝜑4

128𝐿𝐿2 𝑥𝑥2
3

     en     0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑣𝑣, con  𝑥𝑥𝑣𝑣 = 𝐿𝐿
𝑘𝑘𝜑𝜑2 √1024𝑅𝑅3

9𝑔𝑔  

𝑘𝑘 =
𝑘𝑘 = 0.6 𝑥𝑥𝑣𝑣 =

 ℎ(𝑥𝑥) [0, 𝑥𝑥𝑣𝑣]
 𝐿𝐿 𝑘𝑘, 𝑅𝑅 𝜑𝜑
 

𝑉𝑉(ℎ) = 𝐿𝐿 cos−1 (𝑅𝑅 − ℎ
𝑅𝑅 ) 𝑅𝑅2 − (𝑅𝑅 − ℎ)√2𝑅𝑅ℎ − ℎ2   en  0 ≤ ℎ ≤ 2𝑅𝑅

 𝑉𝑉(ℎ) [0,2𝑅𝑅]
 𝑅𝑅 
 

2𝑅𝑅, 3𝑅𝑅 2⁄ , 𝑅𝑅, 𝑅𝑅 2⁄ 0.

FIGURA 1.8. Volumen y nivel de agua de un tanque cilíndrico.     
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1.8 Proyecto para grupo: Modelo simple de disolución.    

𝑡𝑡 = 0 𝑉𝑉0

𝐴𝐴0 𝑡𝑡 > 0
𝑣𝑣1 𝑐𝑐1

𝑣𝑣2 𝐴𝐴(𝑡𝑡)

𝐴𝐴(𝑡𝑡) = {
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣1𝑡𝑡 + 𝐴𝐴0                                                                                                    si 𝑣𝑣2 = 0     
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑉𝑉0 + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉0)𝑒𝑒−𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉0⁄                                                                        si 𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣2   
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1[𝑉𝑉0 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡] + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉0)[1 − (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2 𝑉𝑉0⁄ )𝑡𝑡]𝑣𝑣2 (𝑣𝑣2−𝑣𝑣1)⁄  si 𝑣𝑣1 ≠ 𝑣𝑣2   

FIGURA 1.9. Escenario de disolución. Imagen tomada de simulaciones interativas PHET.     
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𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑉𝑉0 + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉0)𝑒𝑒−𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉0⁄                                                                        si 𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣2   
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FIGURA 1.9. Escenario de disolución. Imagen tomada de simulaciones interativas PHET.     
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 𝐴𝐴(𝑡𝑡) 𝑡𝑡 ≥ 0.
 𝑐𝑐1, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑉𝑉0 y 𝐴𝐴0

 𝐴𝐴(𝑡𝑡)

 

22



Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

 

1.8 Proyecto para grupo: Modelo simple de disolución.    

𝑡𝑡 = 0 𝑉𝑉0

𝐴𝐴0 𝑡𝑡 > 0
𝑣𝑣1 𝑐𝑐1

𝑣𝑣2 𝐴𝐴(𝑡𝑡)

𝐴𝐴(𝑡𝑡) = {
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣1𝑡𝑡 + 𝐴𝐴0                                                                                                    si 𝑣𝑣2 = 0     
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑉𝑉0 + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉0)𝑒𝑒−𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉0⁄                                                                        si 𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣2   
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1[𝑉𝑉0 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡] + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉0)[1 − (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2 𝑉𝑉0⁄ )𝑡𝑡]𝑣𝑣2 (𝑣𝑣2−𝑣𝑣1)⁄  si 𝑣𝑣1 ≠ 𝑣𝑣2   

FIGURA 1.9. Escenario de disolución. Imagen tomada de simulaciones interativas PHET.     

Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

 

1.8 Proyecto para grupo: Modelo simple de disolución.    

𝑡𝑡 = 0 𝑉𝑉0

𝐴𝐴0 𝑡𝑡 > 0
𝑣𝑣1 𝑐𝑐1

𝑣𝑣2 𝐴𝐴(𝑡𝑡)

𝐴𝐴(𝑡𝑡) = {
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣1𝑡𝑡 + 𝐴𝐴0                                                                                                    si 𝑣𝑣2 = 0     
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑉𝑉0 + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉0)𝑒𝑒−𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉0⁄                                                                        si 𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣2   
𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1[𝑉𝑉0 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡] + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉0)[1 − (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2 𝑉𝑉0⁄ )𝑡𝑡]𝑣𝑣2 (𝑣𝑣2−𝑣𝑣1)⁄  si 𝑣𝑣1 ≠ 𝑣𝑣2   

FIGURA 1.9. Escenario de disolución. Imagen tomada de simulaciones interativas PHET.     

Capítulo 1.    Introducción a los Métodos Numéricos 

 

  

 
 𝐴𝐴(𝑡𝑡) 𝑡𝑡 ≥ 0.
 𝑐𝑐1, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑉𝑉0 y 𝐴𝐴0

 𝐴𝐴(𝑡𝑡)

 

 

  

 

CAPÍTULO 2  

RAÍCES DE ECUACIONES Y PUNTOS ÓPTIMOS  

2.1. Solución numérica de 
ecuaciones de una variable.  

2.2. Método gráfico.  

2.3. Métodos cerrados.  

2.4. Métodos abiertos.  

2.5. Puntos óptimos.  

2.6. Valores máximos y 
mínimos.  

2.7. Ejercicio de aplicación: 
Cálculo de niveles de 
oxígeno.  

2.8. Ejercicios propuestos. 

2.9. Proyecto para grupo: El 
pH del agua. 
 

Los niveles de oxígeno en la corriente de un río son 

vitales para ciertas especies de pesca deportiva como 

la trucha y el salmón. En la sección 2.7 se presentará 

un modelo matemático empleado en ingeniería 

ambiental que evidencia como el cálculo de raíces y 

puntos óptimos permite estimar los niveles de oxígeno 

en distancias aguas abajo en la corriente de un río.  

Fotografía: Pescador deportivo (Agua).  

Raíces de una función y puntos óptimos.  
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Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

2.1 Solución numérica de ecuaciones de una variable   

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 raíces 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
= 0              ,    si  𝑥𝑥 = −𝑏𝑏 ± √𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎

2𝑎𝑎   con 𝑎𝑎 ≠ 0.                  (2.1)

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−𝑥𝑥 − 𝑥𝑥,    𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 ln(𝑥𝑥 + 1) − 1   y   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin 10𝑥𝑥 + cos 3𝑥𝑥.

FIGURA 2.1. Raíces de una función.  
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FIGURA 2.1. Raíces de una función.  
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2.2 Método gráfico 

 

 
Ejemplo 2.1 Temperatura en la ciudad de Miami 

 

𝑇𝑇(𝑡𝑡) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑡𝑡 − 1.95)  con  1 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 12 

 

𝑡𝑡 = 1
𝑡𝑡 𝑡𝑡

Sugerencia

Paso I

𝑇𝑇(𝑡𝑡) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑡𝑡 − 1.95).

𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 𝑇𝑇 = 77.5

77.5 = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95) 
                    0 = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95) − 77.5 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6.2 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)      

𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0.
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Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

Paso II

𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 𝑥𝑥 = 2.0

6.2 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95) = 0

𝑥𝑥

𝑥𝑥 = 1
0.4912 [sin−1 (− 6.2

7.46) + 1.95] = 1.973.

𝐸𝐸% = |1.973 − 2.0
1.973 | 100% = 1.37%.

𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 = 2.0

FIGURA 2.2. Aplicación de una hoja de cálculo para graficar la función 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟔𝟔. 𝟐𝟐 + 𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗). 
La tabla de datos y el gráfico se realizó con la hoja de cálculo Excel  
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𝑇𝑇 = 77.5 𝑥𝑥

.

 

2.3 Métodos cerrados 

 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) [𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑠𝑠] 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠) < 0 entonces hay al menos una raíz real

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠
𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑥𝑥𝑟𝑟

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIGURA 2.3. El método cerrado: cambio de signo al evaluarla en los extremos.  
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Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

 

 

2.3.1 Método de bisección 

 
𝑥𝑥𝑟𝑟 [𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑠𝑠]

𝑥𝑥𝑎𝑎 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠.

 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑠𝑠
2      si    𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) < 0 , 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎
 .                    (2.2)

FIGURA 2.4. Aproximación de la raíz por el método de bisección.  
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2.3.1 Método de bisección 

 
𝑥𝑥𝑟𝑟 [𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑠𝑠]

𝑥𝑥𝑎𝑎 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠.

 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑠𝑠
2      si    𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) < 0 , 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎
 .                    (2.2)

FIGURA 2.4. Aproximación de la raíz por el método de bisección.  

Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

 

|𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo − 𝑥𝑥𝑎𝑎

anterior

𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo | 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.                                     (2.3)

Ejemplo 2.2 Temperatura en la ciudad de Miami 

𝑡𝑡 𝑇𝑇 = 77.5°𝐹𝐹

𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5%

Paso I

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6.2 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95).

Observación 1.973

Paso II

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 1 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 3

Paso III:

Primera iteración.   𝑥𝑥𝑖𝑖 = 1 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 3 

xi xa

 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑠𝑠
2      

    =
1 + 3

2      
𝑥𝑥𝑎𝑎 = 2          

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(1) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1) − 1.95] 
= −1.213                       

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(2) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(2) − 1.95] 
= 0.056                          

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(2)𝑓𝑓(3) = −0.069 < 0             
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Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

𝐸𝐸% = |1.973 − 2.0
1.973 | 100% = 1.37%.

Segunda iteración 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) < 0 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 1 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 2

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1 + 2
2  

 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.5     

 
            

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(1) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1) − 1.95]       
= −1.213                       

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.5) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.5) − 1.95] 
= −0.788                      

       𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1)𝑓𝑓(1.5) = 0.956 > 0 

 

𝐸𝐸% = |1.973 − 1.5
1.973 | 100% = 33.33%   𝜖𝜖𝑎𝑎 = |1.5 − 2

1.5 | 100%  = 23.97%    

Tercera iteración 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.5 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 2

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.5 + 2
2  

 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.75     

 
            

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(1.5) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.5) − 1.95]
= −0.788                             

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.75) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.5) − 1.95]  
= −0.416                     

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1)𝑓𝑓(1.75) = 0.328 > 0 
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Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

𝐸𝐸% = |1.973 − 2.0
1.973 | 100% = 1.37%.

Segunda iteración 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) < 0 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 1 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 2

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1 + 2
2  

 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.5     

 
            

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(1) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1) − 1.95]       
= −1.213                       

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.5) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.5) − 1.95] 
= −0.788                      

       𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1)𝑓𝑓(1.5) = 0.956 > 0 

 

𝐸𝐸% = |1.973 − 1.5
1.973 | 100% = 33.33%   𝜖𝜖𝑎𝑎 = |1.5 − 2

1.5 | 100%  = 23.97%    

Tercera iteración 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.5 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 2

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.5 + 2
2  

 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.75     

 
            

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(1.5) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.5) − 1.95]
= −0.788                             

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.75) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.5) − 1.95]  
= −0.416                     

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1)𝑓𝑓(1.75) = 0.328 > 0 

 

Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

𝐸𝐸% = |1.973 − 1.75
1.973 | 100% = 11.30%            𝜖𝜖𝑎𝑎 = |1.75 − 1.5

1.75 | 100%  = 14.29%                      

 𝜖𝜖𝑎𝑎%

𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5%
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 = 1.977
𝑇𝑇 = 77.5

2.3.2 Método de falsa posición 

 

𝑥𝑥 (𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)) 
(𝑥𝑥𝑠𝑠, 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠))

𝑥𝑥

FIGURA 2.5. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟔𝟔. 𝟐𝟐 + 𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 −
𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de bisección. La tabla se realizó con la hoja de cálculo Excel.  
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“falsa posición” de la raíz

𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠.

 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑠𝑠)
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)      si    𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) < 0 , 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎
 .               (2.4)

 

 

|𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo − 𝑥𝑥𝑎𝑎

anterior

𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo | 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.

FIGURA 2.6. Aproximación de la raíz por el método de falsa posición.  
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“falsa posición” de la raíz

𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠.

 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑠𝑠)
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)      si    𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) < 0 , 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎
 .               (2.4)

 

 

|𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo − 𝑥𝑥𝑎𝑎

anterior

𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo | 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.

FIGURA 2.6. Aproximación de la raíz por el método de falsa posición.  
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“falsa posición” de la raíz

𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠.

 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑠𝑠)
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)      si    𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) < 0 , 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎
 .               (2.4)

 

 

|𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo − 𝑥𝑥𝑎𝑎

anterior

𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo | 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.

FIGURA 2.6. Aproximación de la raíz por el método de falsa posición.  
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“falsa posición” de la raíz

𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠.

 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑠𝑠)
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)      si    𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) < 0 , 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎
 .               (2.4)

 

 

|𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo − 𝑥𝑥𝑎𝑎

anterior

𝑥𝑥𝑎𝑎
nuevo | 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.

FIGURA 2.6. Aproximación de la raíz por el método de falsa posición.  

Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

𝑥𝑥𝑎𝑎

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎)
𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠

Ejemplo 2.3 Temperatura en la ciudad de Miami 

Paso I

Paso II

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 1 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 3 1.973

Paso III:

Primera iteración 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 1 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 3

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(1) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1) − 1.95]       
= −1.213                             

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠) = 𝑓𝑓(3) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(3) − 1.95]       
= 2.779                                 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑠𝑠)
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)    

         = 3 −
(2.779)(1 − 3)
−1.213 − 2.779     

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.608                              

𝑥𝑥𝑟𝑟´

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.608) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.608) − 1.95]       
= −0.640                             

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1)𝑓𝑓(1.608)
                    = 0.777 > 0    

 

𝐸𝐸% = |1.973 − 1.608
1.973 | 100% = 18.51
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Segunda iteración 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.608 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 3

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(1.608) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.608) − 1.95]
= −0.640                       

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠) = 𝑓𝑓(3) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(3) − 1.95]                        
= 2.779                                                 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑠𝑠)
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)      

         = 3 −
(2.779)(1.608 − 3)

−1.640 − 2.779
𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.868                              

𝑥𝑥𝑟𝑟´

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.868) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.868) − 1.95]       
= −0.204                             

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.608)𝑓𝑓(1.868)
                     = 0.131 > 0              

𝐸𝐸% = |1.973 − 1.608
1.973 | 100% = 5.30% 𝜖𝜖𝑎𝑎 = |1.608 − 1.868

1.608 | 100%      

 = 13.95%                             

FIGURA 2.7. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟔𝟔. 𝟐𝟐 +
𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de falsa posición. La tabla se realizó con la hoja de cálculo Excel.  
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Segunda iteración 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) > 0 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.608 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 3

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(1.608) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.608) − 1.95]
= −0.640                       

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠) = 𝑓𝑓(3) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(3) − 1.95]                        
= 2.779                                                 

𝑥𝑥𝑎𝑎 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑠𝑠)
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑠𝑠)      

         = 3 −
(2.779)(1.608 − 3)

−1.640 − 2.779
𝑥𝑥𝑎𝑎 = 1.868                              

𝑥𝑥𝑟𝑟´

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.868) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.868) − 1.95]       
= −0.204                             

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 𝑓𝑓(1.608)𝑓𝑓(1.868)
                     = 0.131 > 0              

𝐸𝐸% = |1.973 − 1.608
1.973 | 100% = 5.30% 𝜖𝜖𝑎𝑎 = |1.608 − 1.868

1.608 | 100%      

 = 13.95%                             

FIGURA 2.7. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟔𝟔. 𝟐𝟐 +
𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de falsa posición. La tabla se realizó con la hoja de cálculo Excel.  
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 𝜖𝜖𝑎𝑎%

𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5%
𝑡𝑡 = 1.971

𝑇𝑇 = 77.5

 

2.4 Métodos abiertos 

 

𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

2.4.1 Método de Newton-Raphson 

 

𝑥𝑥 (𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)) 
tangente 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖+1

𝑥𝑥
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 𝑥𝑥𝑖𝑖

 

𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖)      si    𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) ≠ 0.                                       (2.5)

 

|𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖+1

| 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.                                                 (2.6)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥𝑖𝑖

(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖))

Ejemplo 2.4 Temperatura en la ciudad de Miami 

Paso I

FIGURA 2.8. Aproximación de una raíz por el método de Newton-Raphson 
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Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

 𝑥𝑥𝑖𝑖

 

𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖)      si    𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) ≠ 0.                                       (2.5)

 

|𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖+1

| 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.                                                 (2.6)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥𝑖𝑖

(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖))

Ejemplo 2.4 Temperatura en la ciudad de Miami 

Paso I

FIGURA 2.8. Aproximación de una raíz por el método de Newton-Raphson 

Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

Paso II 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥0 = 1.5

Paso III 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 6.2 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)  ⇒     𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3.6644 cos(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)

1.973
      

Paso IV:

  𝑥𝑥0 = 1.5 𝑖𝑖 = 0

𝑥𝑥0 = 1.5
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(1.5) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(1.5) − 1.95]  
     = −0.788                             

𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(1.5) = 3.644 cos[0.4912(1.5) − 1.95]
               = 1.283                                

 

𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑓𝑓´(𝑥𝑥0)

    𝑥𝑥1 = 1.5 −
(−0.788)

1.283
          = 2.114

 

𝐸𝐸% = |1.973 − 2.114
1.973 | 100% = 7.193% 𝜖𝜖𝑎𝑎 = |2.114 − 1.5

2.114 | 100% = 29.059%  

𝑖𝑖 = 1, 𝑥𝑥1 = 2.114
𝑥𝑥1 = 2.114

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓(2.114) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(2.114) − 1.95]
  = 0.304                            

𝑓𝑓′(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓(2.114) = 3.644 cos[0.4912(2.114) − 1.95]
               = 2.245                                

 

𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)
𝑓𝑓´(𝑥𝑥1)

    𝑥𝑥2 = 2.114 − 0.304
2.245

          = 1.979
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𝐸𝐸% = |1.973 − 1.979
1.973 | 100% = 0.329% 𝜖𝜖𝑎𝑎 = |1.979 − 2.114

1.979 | 100%

= 6.841%                      

 𝜖𝜖𝑎𝑎

𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5%
𝑡𝑡 = 1.973

𝑇𝑇 = 77.5

FIGURA 2.9. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟔𝟔. 𝟐𝟐 +
𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de Newton-Raphson. La tabla se realizó con la hoja de cálculo Excel.  
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𝐸𝐸% = |1.973 − 1.979
1.973 | 100% = 0.329% 𝜖𝜖𝑎𝑎 = |1.979 − 2.114

1.979 | 100%

= 6.841%                      

 𝜖𝜖𝑎𝑎

𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5%
𝑡𝑡 = 1.973

𝑇𝑇 = 77.5

FIGURA 2.9. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟔𝟔. 𝟐𝟐 +
𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de Newton-Raphson. La tabla se realizó con la hoja de cálculo Excel.  
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2.4.2 Método de la Secante 

 

𝑥𝑥 (𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)) (𝑥𝑥𝑖𝑖−1, 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1))

𝑥𝑥𝑖𝑖−1 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥𝑖𝑖+1 𝑥𝑥

𝑥𝑥  

 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 𝑥𝑥𝑖𝑖

 

𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑥𝑥𝑖𝑖−1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) .                                                (2.7)

Figura 2.10. Aproximación de la raíz por el método de la Secante. 
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|𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖+1

| 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.  

Ejemplo 2.5 Temperatura en la ciudad de Miami 

Paso I

Paso II 𝑥𝑥−1 = 3 𝑥𝑥0 = 4

Paso III:

1.973

Primera iteración  𝑥𝑥−1 = 4 y 𝑥𝑥0 = 3

𝑥𝑥−1 = 3 𝑥𝑥0 = 4
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥−1) = 𝑓𝑓(4) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(4) − 1.95]  
     = 6.310                               

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(3) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(3) − 1.95]  
     = 2.779                              

 

𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥−1 − 𝑥𝑥0)
𝑓𝑓(𝑥𝑥−1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

    𝑥𝑥1 = 3 − 2.779 (4 − 3)
6.310 − 2.779

          = 2.213

 

𝐸𝐸% = |1.973 − 2.213
1.973 | 100% = 12.193%

Segunda iteración 𝑥𝑥0 = 3 𝑥𝑥1 = 2.213
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|𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖+1

| 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.  

Ejemplo 2.5 Temperatura en la ciudad de Miami 

Paso I

Paso II 𝑥𝑥−1 = 3 𝑥𝑥0 = 4

Paso III:

1.973

Primera iteración  𝑥𝑥−1 = 4 y 𝑥𝑥0 = 3

𝑥𝑥−1 = 3 𝑥𝑥0 = 4
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥−1) = 𝑓𝑓(4) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(4) − 1.95]  
     = 6.310                               

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(3) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(3) − 1.95]  
     = 2.779                              

 

𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥−1 − 𝑥𝑥0)
𝑓𝑓(𝑥𝑥−1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

    𝑥𝑥1 = 3 − 2.779 (4 − 3)
6.310 − 2.779

          = 2.213

 

𝐸𝐸% = |1.973 − 2.213
1.973 | 100% = 12.193%

Segunda iteración 𝑥𝑥0 = 3 𝑥𝑥1 = 2.213

Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

𝑥𝑥0 = 3 𝑥𝑥1 = 2.213
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(3) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(3) − 1.95]
  = 2.779                            

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓(2.213) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(2.213) − 1.95]
  = 0.532                            

 

𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)(𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥1)
𝑓𝑓(𝑥𝑥0) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)

    𝑥𝑥2 = 2.213 − 0.532 (3 − 2.113)
2.279 − 0.532

          = 2.027

 

𝐸𝐸% = |1.973 − 2.027
1.973 | 100% = 2.743% 𝜖𝜖𝑎𝑎 = |2.027 − 2.213

2.027 | 100%

= 9.198%                      

𝑥𝑥1 = 2.213 𝑥𝑥2 = 2.027

𝑥𝑥1 = 2.213 𝑥𝑥2 = 2.027

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓(2.213) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(2.213) − 1.95]
  = 0.532                            

𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 𝑓𝑓(2.027) = 6.2 + 7.46 sin[0.4912(2.027) − 1.95]
  = 0.112                            

 

𝑥𝑥2+1 = 𝑥𝑥2 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)
𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)

    𝑥𝑥3 = 2.027

                      − 0.112 (2.113 − 2.027)
0.532 − 0.112

     𝑥𝑥3 = 1.977

 

𝐸𝐸% = |1.973 − 1.977
1.973 | 100% = 0.212% 𝜖𝜖𝑎𝑎 = |1.977 − 2.027

1.977 | 100%

= 2.526%                      

 𝜖𝜖𝑎𝑎 𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5%
𝑡𝑡 = 1.977

𝑇𝑇 = 77.5
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2.5 Puntos óptimos 

 

𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  la 

pendiente de la recta tangente a la curva es nula

2.6 Valores máximos y mínimos 

 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥
𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) < 0 𝑥𝑥

FIGURA 2.11. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟔𝟔. 𝟐𝟐 +
𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝒙𝒙 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de la secante. La tabla se realizó con la hoja de cálculo Excel  
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2.5 Puntos óptimos 

 

𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  la 

pendiente de la recta tangente a la curva es nula

2.6 Valores máximos y mínimos 

 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥
𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) < 0 𝑥𝑥

FIGURA 2.11. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟔𝟔. 𝟐𝟐 +
𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝒙𝒙 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de la secante. La tabla se realizó con la hoja de cálculo Excel  

Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) > 0
𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

FIGURA 2.12. Puntos óptimos y raíz de una función.  

FIGURA 2.13. Raíces y puntos óptimos.   
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𝑓𝑓´(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0

 

Ejemplo 2.6 Temperatura máxima en la ciudad de Miami 

 

𝑇𝑇(𝑡𝑡) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑡𝑡 − 1.95)  con  1 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 12 

𝑡𝑡 = 1
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 – 𝜖𝜖𝑠𝑠 =

0.5%,

 

Sugerencia 𝑡𝑡

 

Paso I

𝑇𝑇(𝑡𝑡) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑡𝑡 − 1.95) .

𝑇𝑇 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)  ⇒     𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 3.6644 cos(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)

𝑥𝑥 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

Paso II

𝑔𝑔(𝑥𝑥) 𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
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𝑓𝑓´(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0

 

Ejemplo 2.6 Temperatura máxima en la ciudad de Miami 

 

𝑇𝑇(𝑡𝑡) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑡𝑡 − 1.95)  con  1 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 12 

𝑡𝑡 = 1
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 – 𝜖𝜖𝑠𝑠 =

0.5%,

 

Sugerencia 𝑡𝑡

 

Paso I

𝑇𝑇(𝑡𝑡) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑡𝑡 − 1.95) .

𝑇𝑇 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 𝑓𝑓

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)  ⇒     𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 3.6644 cos(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)

𝑥𝑥 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

Paso II

𝑔𝑔(𝑥𝑥) 𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

3.6644 cos(0.4912𝑥𝑥 − 1.95) = 0

𝑥𝑥

𝑥𝑥 = 1
0.4912 (𝜋𝜋

2 + 1.95) = 7.168.

Paso III:  𝑥𝑥0 = 6

 𝜖𝜖𝑎𝑎 𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5% 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

FIGURA 2.14. Gráfica de la función  𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟖𝟖𝟖𝟖. 𝟕𝟕𝟕𝟕 + 𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗) y  𝒈𝒈(𝒙𝒙) = 𝟑𝟑. 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 −
𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗). Las gráficas se realizaron con la hoja de cálculo Excel. 
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𝑥𝑥 = 7.168 𝑓𝑓(7.168) = 91.160
𝑡𝑡 = 7.168

𝑇𝑇(7.168) = 83.70 + 7.46 sin[0.4912(7.168) − 1.95] = 91.160°F 

𝑇𝑇(7.168) = 91.160°F 𝑡𝑡 = 7.168
~10−11

 

2.6.1 Búsqueda de la sección dorada 

 

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠

FIGURA 2.15. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función                                                                 

𝒈𝒈(𝒙𝒙) = 𝟑𝟑. 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de Newton-Raphson. La tabla se realizó con la hoja de 

cálculo Excel. 
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𝑥𝑥 = 7.168 𝑓𝑓(7.168) = 91.160
𝑡𝑡 = 7.168

𝑇𝑇(7.168) = 83.70 + 7.46 sin[0.4912(7.168) − 1.95] = 91.160°F 

𝑇𝑇(7.168) = 91.160°F 𝑡𝑡 = 7.168
~10−11

 

2.6.1 Búsqueda de la sección dorada 

 

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠

FIGURA 2.15. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar la raíz de la función                                                                 

𝒈𝒈(𝒙𝒙) = 𝟑𝟑. 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de Newton-Raphson. La tabla se realizó con la hoja de 

cálculo Excel. 
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𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑥𝑥1
𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

= √5 − 1
2 = 𝜑𝜑 = 0.618034 ….                               (2.8)

𝑥𝑥 𝑥𝑥2

𝑥𝑥1 𝑥𝑥𝑠𝑠

𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

= √5 − 1
2 = 𝜑𝜑 = 0.618034 ….                               (2.9)

𝜑𝜑
“Razón dorada” o Aurea,

𝜑𝜑 𝜋𝜋

FIGURA 2.16. Método de búsqueda de la sección dorada. 
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𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠.

 

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑,
𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑑𝑑.     con   𝑑𝑑 = √5 − 1

2  (𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑖𝑖).                               (2.10)

 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)

𝑥𝑥ópt = 𝑥𝑥1
   𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥2

           si        𝑓𝑓(𝑥𝑥1) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥2).                              (2.11) 

 

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥2

𝑥𝑥ópt = 𝑥𝑥2
   𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥1

           si        𝑓𝑓(𝑥𝑥1) < 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)                             (2.12)

𝑥𝑥1 𝑥𝑥𝑠𝑠

 

𝜖𝜖𝑎𝑎 = [1 − (√5 − 1
2 )] |𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥𝑥ópt
| 100%                               (2.13)

Ejemplo 2.7 Temperatura máxima en la ciudad de Miami 

Paso I
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𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑠𝑠.

 

𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑,
𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑑𝑑.     con   𝑑𝑑 = √5 − 1

2  (𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑖𝑖).                               (2.10)

 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)

𝑥𝑥ópt = 𝑥𝑥1
   𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥2

           si        𝑓𝑓(𝑥𝑥1) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥2).                              (2.11) 

 

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥2

𝑥𝑥ópt = 𝑥𝑥2
   𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑥𝑥1

           si        𝑓𝑓(𝑥𝑥1) < 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)                             (2.12)

𝑥𝑥1 𝑥𝑥𝑠𝑠

 

𝜖𝜖𝑎𝑎 = [1 − (√5 − 1
2 )] |𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥𝑥ópt
| 100%                               (2.13)

Ejemplo 2.7 Temperatura máxima en la ciudad de Miami 

Paso I
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Paso II

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 6 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 8
Paso III:

𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 7.168

Primera iteración 𝑖𝑖 = 1, 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 6 y 𝑥𝑥𝑠𝑠 = 8

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑑𝑑 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2

 

𝑑𝑑 = √5 − 1
2  (𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)

    = √5 − 1
2  (8 − 6)

    = 1.236
𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑 = 6 + 1.236
                        = 7.236
𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑑𝑑 = 8 − 1.236
                        = 6.674

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓(7.236) = 83.7 + 7.46 sin[0.4912(7.236) − 1.95]
   = 91.156                            

𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 𝑓𝑓(6.674) = 83.7 + 7.46 sin[0.4912(6.674) − 1.95]
   = 91.014                            

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) 

𝑥𝑥 𝐸𝐸%

𝑥𝑥ópm = 𝑥𝑥1 = 7.236

𝐸𝐸% = |7.168 − 7.236
7.168 | 100% 

       = 0.953%

𝜖𝜖𝑎𝑎 = [1 − (√5 − 1
2 )] |𝑥𝑥𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥𝑥ópt
| 100%

      = [1 − (√5 − 1
2 )] |8 − 6

7.236| 100%

= 10.557%

Segunda iteración 𝑖𝑖 = 2, 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥2 = 6.674  y  𝑥𝑥𝑠𝑠 = 8

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑑𝑑 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2

 

𝑑𝑑 = √5 − 1
2  (8 − 6.674)

    = 0.764

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓(7.528) = 83.7 + 7.46 sin[0.4912(7.528) − 1.95]
   = 91.044                            
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 𝑥𝑥1 = 6.674 + 0.764
       = 7.528  
 𝑥𝑥2 = 8 − 0.764
       = 7.236

𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 𝑓𝑓(7.236) = 83.7 + 7.46 sin[0.4912(7.236) − 1.95]
   = 91.156                            

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) < 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) 

𝑥𝑥

𝑥𝑥ópm = 𝑥𝑥2 = 7.236

𝐸𝐸% = |7.168 − 7.236
7.168 | 100% 

       = 0.953%

 𝜖𝜖𝑎𝑎 = [1 − (√5 − 1
2 )] |8 − 6.674

7.236 | 100%

= 6.525%  

𝑥𝑥ópt

 𝜖𝜖𝑎𝑎 𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5%
𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 = 7.167 𝑓𝑓(7.167) = 91.160

𝑡𝑡 = 7.167

FIGURA 2.17. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar el extremo de la función                                                                 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟖𝟖𝟖𝟖. 𝟕𝟕 + 𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de la búsqueda de la sección dorada. La tabla se realizó 

con la hoja de cálculo Excel. 
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 𝑥𝑥1 = 6.674 + 0.764
       = 7.528  
 𝑥𝑥2 = 8 − 0.764
       = 7.236

𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 𝑓𝑓(7.236) = 83.7 + 7.46 sin[0.4912(7.236) − 1.95]
   = 91.156                            

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) < 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) 

𝑥𝑥

𝑥𝑥ópm = 𝑥𝑥2 = 7.236

𝐸𝐸% = |7.168 − 7.236
7.168 | 100% 

       = 0.953%

 𝜖𝜖𝑎𝑎 = [1 − (√5 − 1
2 )] |8 − 6.674

7.236 | 100%

= 6.525%  

𝑥𝑥ópt

 𝜖𝜖𝑎𝑎 𝜖𝜖𝑠𝑠 = 0.5%
𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 = 7.167 𝑓𝑓(7.167) = 91.160

𝑡𝑡 = 7.167

FIGURA 2.17. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar el extremo de la función                                                                 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟖𝟖𝟖𝟖. 𝟕𝟕 + 𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de la búsqueda de la sección dorada. La tabla se realizó 

con la hoja de cálculo Excel. 
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𝑇𝑇(7.167) = 83.70 + 7.46 sin[0.4912(7.167) − 1.95] = 91.160°F.

𝑇𝑇(7.167) =
91.160°F 𝑡𝑡 = 7.168 0.008

 
2.6.2 Método de Newton 

 

𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥ópt 

𝑔𝑔(𝑥𝑥ópt) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥ópt) = 0 𝑥𝑥ópt

 𝑥𝑥𝑖𝑖

 

𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖)      si    𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) ≠ 0.                                    (2.14)

 

|𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖+1

| 100% ≤ 𝜖𝜖𝑠𝑠.

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖)
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Ejemplo 2.8 Temperatura máxima en la ciudad de Miami 

Paso I

Paso II 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥1 = 8

Paso III 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)      ⇒     𝑓𝑓´(𝑥𝑥) = 3.6644 cos(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)   
𝑓𝑓´´(𝑥𝑥) = −1.7999 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95) 

 

Paso IV:   𝑥𝑥0 = 8
𝑖𝑖 = 0

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥0 = 8 𝑥𝑥ópt

 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓′(8) = 3.644 cos[0.4912(8) − 1.95]
                = −1.457                            

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓′′(8) = −1.7999 sin[0.4912(8) − 1.95]
              = −1.652                            

 

 

𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 − 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)
𝑓𝑓′′(𝑥𝑥0)

    𝑥𝑥1 = 8 −
(−1.457)
(−1.652)

          = 7.118

𝐸𝐸% = |7.168 − 7.118
7.168 | 100% 

       = 0.693%

𝜖𝜖𝑎𝑎 = |7.118 − 8
7.118 | 100%

      = 12.390%

𝑖𝑖 = 1, 𝑥𝑥1 = 7.118

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥1 = 7.118 𝑥𝑥ópt
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Ejemplo 2.8 Temperatura máxima en la ciudad de Miami 

Paso I

Paso II 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥1 = 8

Paso III 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 83.70 + 7.46 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)      ⇒     𝑓𝑓´(𝑥𝑥) = 3.6644 cos(0.4912𝑥𝑥 − 1.95)   
𝑓𝑓´´(𝑥𝑥) = −1.7999 sin(0.4912𝑥𝑥 − 1.95) 

 

Paso IV:   𝑥𝑥0 = 8
𝑖𝑖 = 0

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥0 = 8 𝑥𝑥ópt

 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓′(8) = 3.644 cos[0.4912(8) − 1.95]
                = −1.457                            

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓′′(8) = −1.7999 sin[0.4912(8) − 1.95]
              = −1.652                            

 

 

𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 − 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)
𝑓𝑓′′(𝑥𝑥0)

    𝑥𝑥1 = 8 −
(−1.457)
(−1.652)

          = 7.118

𝐸𝐸% = |7.168 − 7.118
7.168 | 100% 

       = 0.693%

𝜖𝜖𝑎𝑎 = |7.118 − 8
7.118 | 100%

      = 12.390%

𝑖𝑖 = 1, 𝑥𝑥1 = 7.118

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) 𝑥𝑥1 = 7.118 𝑥𝑥ópt
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𝑓𝑓′(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓′(7.118) = 3.644 cos[0.4912(7.118) − 1.95]
             = 0.889                            

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓′′(7.118) = −1.7999 sin[0.4912(7.118) − 1.95]
              = −1.799                            

 

𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 − 𝑓𝑓′(𝑥𝑥1)
𝑓𝑓′′(𝑥𝑥1)

    𝑥𝑥2 = 7.118 − 0.889
(−1.799)

          = 7.1678

𝐸𝐸% = |7.168 − 7.1678
7.168 | 100% 

       = 0.0001%

𝜖𝜖𝑎𝑎 = |7.1678 − 7.118
7.1678 | 100%

      = 0.693%

 𝜖𝜖𝑎𝑎 𝜖𝜖𝑠𝑠 =
0.5% 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑥𝑥 = 7.168

FIGURA 2.18. Aplicación de una hoja de cálculo para encontrar el extremo de la función                                                                 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝟖𝟖𝟖𝟖. 𝟕𝟕 + 𝟕𝟕. 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 − 𝟏𝟏. 𝟗𝟗𝟗𝟗)  por el método de Newton. La tabla se realizó con la hoja de cálculo 

Excel. 
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𝑓𝑓(7.168) = 91.160 𝑡𝑡 = 7.168

𝑇𝑇(7.168) = 83.70 + 7.46 sin[0.4912(7.168) − 1.95] = 91.160°F 

𝑇𝑇(7.168) =
91.16°F 𝑡𝑡 = 7.168 ~10−14

 

 

2.7 Ejercicio de aplicación: Cálculo de niveles de oxígeno 

 

Ejemplo 2.9 Niveles de oxígeno en un río  

𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 10 − 20(𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥)

𝑥𝑥
 

𝜖𝜖𝑎𝑎 < 1%.
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𝑇𝑇(7.168) =
91.16°F 𝑡𝑡 = 7.168 ~10−14

 

 

2.7 Ejercicio de aplicación: Cálculo de niveles de oxígeno 

 

Ejemplo 2.9 Niveles de oxígeno en un río  

𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 10 − 20(𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥)

𝑥𝑥
 

𝜖𝜖𝑎𝑎 < 1%.
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𝑥𝑥 𝑐𝑐 = 5

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 20(𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥) − 5

𝑐𝑐(𝑥𝑥) 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

FIGURA 2.19. Gráfica de 𝒄𝒄(𝒙𝒙) y 𝒇𝒇(𝒙𝒙) 
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𝑥𝑥 𝑐𝑐 = 5

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 20(𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥) − 5

𝑐𝑐(𝑥𝑥) 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

FIGURA 2.19. Gráfica de 𝒄𝒄(𝒙𝒙) y 𝒇𝒇(𝒙𝒙) 
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𝑥𝑥 𝜖𝜖𝑠𝑠 = 1%,  𝑐𝑐 = 5 𝑥𝑥 = 0.9766 km
𝜖𝜖𝑎𝑎 = 0.80%

FIGURA 2.20. Algoritmo de bisección en una hoja de cálculo Excel. 

Figura 2.21. Cálculo numérico del método de bisección en Excel.  
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𝜖𝜖𝑎𝑎

𝑥𝑥 𝑐𝑐(𝑥𝑥)
𝑐𝑐 = 𝑓𝑓 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 10 − 20(𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥)     ⇒   𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥 − 10𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥           
  𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 5𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥 − (45 100⁄ )𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 𝜖𝜖𝑎𝑎 < 1%,  𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥ópt = 3.4399 km 𝜖𝜖𝑎𝑎 = 0.1355%

𝑓𝑓(3.4399) = 1.6433 mg L⁄

FIGURA 2.22. Algoritmo de Newton de optimización en Excel.  

FIGURA 2.23. Cálculo numérico de Newton de optimización en Excel.  
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𝜖𝜖𝑎𝑎

𝑥𝑥 𝑐𝑐(𝑥𝑥)
𝑐𝑐 = 𝑓𝑓 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 10 − 20(𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥)     ⇒   𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥 − 10𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥           
  𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 5𝑒𝑒−0.5𝑥𝑥 − (45 100⁄ )𝑒𝑒−0.15𝑥𝑥

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 𝜖𝜖𝑎𝑎 < 1%,  𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥ópt = 3.4399 km 𝜖𝜖𝑎𝑎 = 0.1355%

𝑓𝑓(3.4399) = 1.6433 mg L⁄

FIGURA 2.22. Algoritmo de Newton de optimización en Excel.  

FIGURA 2.23. Cálculo numérico de Newton de optimización en Excel.  
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𝜖𝜖𝑎𝑎

𝑥𝑥 𝑐𝑐(𝑥𝑥)
𝑐𝑐 = 𝑓𝑓 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥)
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𝑥𝑥ópt = 3.4399 km 𝜖𝜖𝑎𝑎 = 0.1355%

𝑓𝑓(3.4399) = 1.6433 mg L⁄

FIGURA 2.22. Algoritmo de Newton de optimización en Excel.  

FIGURA 2.23. Cálculo numérico de Newton de optimización en Excel.  
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Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

2.8 Ejercicios propuestos  

▪ 

▪ 

▪ 

𝑥𝑥 𝑐𝑐 =
𝑥𝑥

𝑦𝑦 = 𝑐𝑐(𝑥𝑥)

𝐶𝐶
𝑝𝑝%

𝐶𝐶 = 80000𝑝𝑝
100 − 𝑝𝑝    ,   0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 100.

 

𝜖𝜖𝑎𝑎 < 0.25%.
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2.8 Ejercicios propuestos  

▪ 

▪ 

▪ 

𝑥𝑥 𝑐𝑐 =
𝑥𝑥

𝑦𝑦 = 𝑐𝑐(𝑥𝑥)

𝐶𝐶
𝑝𝑝%

𝐶𝐶 = 80000𝑝𝑝
100 − 𝑝𝑝    ,   0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 100.

 

𝜖𝜖𝑎𝑎 < 0.25%.

 

 

Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

𝑐𝑐

𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 75𝑒𝑒−1.5𝑡𝑡 + 20𝑒𝑒−0.075𝑡𝑡

 

 

0.05%
 

0.05%
 

𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑊𝑊 − 𝑄𝑄𝑄𝑄 − 𝑘𝑘𝑘𝑘√𝑐𝑐.

𝑉𝑉 = 1𝑥𝑥106 m3 𝑄𝑄 = 1𝑥𝑥105 m3 año⁄ 𝑊𝑊 = 1𝑥𝑥106 g año⁄ 𝑘𝑘 =
0.25 m0.5 año⁄

 

0.01%
 

0.01%
 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑇𝑇
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Capítulo 2.    Raíces de Ecuaciones y Puntos Óptimos 

 

  

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 3𝑒𝑒4 sin(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑇𝑇⁄ ) 3⁄   ;   𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 2𝑒𝑒2[1−cos(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑇𝑇⁄ )] 3⁄ . 

 t 𝑇𝑇 = 1 [0. 𝑇𝑇]
 

0.05%

 

0.05%

 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑌𝑌 𝑋𝑋

𝑚𝑚𝑦𝑦 = 𝜆𝜆𝑥𝑥
𝜆𝜆𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑚𝑚0𝑥𝑥(𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑦𝑦𝑡𝑡)

𝜆𝜆𝑥𝑥, 𝜆𝜆𝑦𝑦 s−1 años−1 𝑋𝑋 𝑌𝑌
𝑚𝑚0𝑥𝑥 = 𝑋𝑋 𝜆𝜆𝑥𝑥

𝜆𝜆𝑦𝑦 = 0.6
 

𝑌𝑌 𝑋𝑋
𝜖𝜖𝑎𝑎 < 0.05%.
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𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 3𝑒𝑒4 sin(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑇𝑇⁄ ) 3⁄   ;   𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 2𝑒𝑒2[1−cos(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑇𝑇⁄ )] 3⁄ . 

 t 𝑇𝑇 = 1 [0. 𝑇𝑇]
 

0.05%

 

0.05%

 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑌𝑌 𝑋𝑋

𝑚𝑚𝑦𝑦 = 𝜆𝜆𝑥𝑥
𝜆𝜆𝑦𝑦 − 𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑚𝑚0𝑥𝑥(𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑦𝑦𝑡𝑡)

𝜆𝜆𝑥𝑥, 𝜆𝜆𝑦𝑦 s−1 años−1 𝑋𝑋 𝑌𝑌
𝑚𝑚0𝑥𝑥 = 𝑋𝑋 𝜆𝜆𝑥𝑥

𝜆𝜆𝑦𝑦 = 0.6
 

𝑌𝑌 𝑋𝑋
𝜖𝜖𝑎𝑎 < 0.05%.
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 𝑌𝑌
𝜖𝜖𝑎𝑎 < 0.05%.

 𝑚𝑚𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡).

𝐴𝐴 CO2

𝐴𝐴 = 𝑐𝑐1[𝑉𝑉0 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡] + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉0)[1 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡 𝑉𝑉0⁄ ]𝑣𝑣2 (𝑣𝑣2−𝑣𝑣1)⁄

𝑡𝑡 (min) 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2 (ft3 min⁄ )
𝑐𝑐1 = C02

(lb/ft3) 𝑉𝑉0

(ft3) 𝐴𝐴0 = CO2

(lb)

CO2 𝑡𝑡 = 0

CO2

ft3 min⁄

ft3 min⁄  
𝑡𝑡 = 0

CO2

𝜖𝜖𝑎𝑎 < 0.25%.

Streeter-Phelps

𝑜𝑜 = 𝑜𝑜𝑠𝑠 − 𝑘𝑘𝑑𝑑𝐿𝐿0
𝑘𝑘𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑠𝑠 − 𝑘𝑘𝑎𝑎

[𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑎𝑎𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−(𝑘𝑘𝑑𝑑+𝑘𝑘𝑠𝑠)𝑡𝑡] − 𝑆𝑆𝑏𝑏
𝑘𝑘𝑎𝑎

(1 − 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑎𝑎𝑡𝑡)

61
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𝑜𝑜 = (mg L⁄ ) 𝑜𝑜𝑠𝑠 =
(mg L⁄ ) 𝑡𝑡 = 𝐿𝐿0

(mg L⁄ ) 𝑘𝑘𝑑𝑑 =
(d−1) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = (d−1)  𝑘𝑘𝑎𝑎 = (d−1)

𝑆𝑆𝑏𝑏 = (mg L d⁄⁄ )

𝑜𝑜𝑠𝑠 = 10 mg L⁄         𝑘𝑘𝑑𝑑 = 0.2d−1     𝑘𝑘𝑎𝑎 = 0.8d−1

𝑘𝑘𝑠𝑠 = 0.06d−1         𝐿𝐿𝑜𝑜 = 50 mg L⁄        𝑆𝑆𝑏𝑏 = 1 mg L d⁄⁄

 Streeter-Phelps 

𝑜𝑜 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡) ℎ = 0.5
[0.20]

 

𝑜𝑜𝑠𝑠

𝑡𝑡𝑐𝑐

𝜖𝜖𝑎𝑎 < 0.5%.
 𝑡𝑡𝑐𝑐 𝑜𝑜𝑠𝑠

 

ln 𝑜𝑜𝑠𝑠𝑠𝑠 = −139.34411 + 1.575701𝑥𝑥105𝑇𝑇𝑎𝑎
−1 − 6.642308𝑥𝑥107𝑇𝑇𝑎𝑎

−2 + 1.243800𝑥𝑥1010𝑇𝑇𝑎𝑎
−3

− 8.621949𝑥𝑥1011𝑇𝑇𝑎𝑎
−4

𝑜𝑜𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑇𝑇𝑎𝑎 (K)

𝑜𝑜𝑠𝑠 se denomina “crítico” porque 
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𝑜𝑜 = (mg L⁄ ) 𝑜𝑜𝑠𝑠 =
(mg L⁄ ) 𝑡𝑡 = 𝐿𝐿0

(mg L⁄ ) 𝑘𝑘𝑑𝑑 =
(d−1) 𝑘𝑘𝑠𝑠 = (d−1)  𝑘𝑘𝑎𝑎 = (d−1)

𝑆𝑆𝑏𝑏 = (mg L d⁄⁄ )

𝑜𝑜𝑠𝑠 = 10 mg L⁄         𝑘𝑘𝑑𝑑 = 0.2d−1     𝑘𝑘𝑎𝑎 = 0.8d−1

𝑘𝑘𝑠𝑠 = 0.06d−1         𝐿𝐿𝑜𝑜 = 50 mg L⁄        𝑆𝑆𝑏𝑏 = 1 mg L d⁄⁄

 Streeter-Phelps 

𝑜𝑜 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡) ℎ = 0.5
[0.20]

 

𝑜𝑜𝑠𝑠

𝑡𝑡𝑐𝑐

𝜖𝜖𝑎𝑎 < 0.5%.
 𝑡𝑡𝑐𝑐 𝑜𝑜𝑠𝑠

 

ln 𝑜𝑜𝑠𝑠𝑠𝑠 = −139.34411 + 1.575701𝑥𝑥105𝑇𝑇𝑎𝑎
−1 − 6.642308𝑥𝑥107𝑇𝑇𝑎𝑎

−2 + 1.243800𝑥𝑥1010𝑇𝑇𝑎𝑎
−3

− 8.621949𝑥𝑥1011𝑇𝑇𝑎𝑎
−4

𝑜𝑜𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑇𝑇𝑎𝑎 (K)

𝑜𝑜𝑠𝑠 se denomina “crítico” porque 
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0.05°C

 𝑇𝑇 𝑜𝑜𝑠𝑠𝑠𝑠

𝐾𝐾𝑤𝑤 mol L⁄ )

− log10 𝐾𝐾𝑤𝑤 = 𝑑𝑑 + 𝑐𝑐𝑇𝑇𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 log10 𝑇𝑇𝑎𝑎 + 𝑎𝑎 𝑇𝑇𝑎𝑎⁄

𝑇𝑇𝑎𝑎 (K)
𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 𝑑𝑑

𝑎𝑎 = −2.979𝑥𝑥105, 𝑏𝑏 =
−4.852𝑥𝑥103, 𝑐𝑐 = 3.685 𝑑𝑑 = 1.192𝑥𝑥104

 

0.02K

 𝑇𝑇𝑎𝑎 𝐾𝐾𝑤𝑤 3𝑥𝑥10−15 5𝑥𝑥10−15 7𝑥𝑥10−15
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2.9 Proyecto para grupo: El pH del agua  

pH

Ph

pH = − log10[H+].                                                        (2.15)

{
 
 
 

 
 
 

 

𝐾𝐾1 =
[H+][HCO3−]

[CO2]
                                           

𝐾𝐾2 =
[H+][CO32−]
[HCO3−]

                                            

𝐾𝐾𝑤𝑤 = [H+][OH−]                                              
𝑐𝑐𝑇𝑇 = [CO2] + [HCO3−] + [CO32−]                
Alk = [HCO3−] + 2[CO32−] + [OH−] − [H+]

                       (2.16)

Alk = 𝑐𝑐𝑇𝑇 = 𝐾𝐾
[H+] = [HCO3−]

[CO32−] [CO2] = [OH−] =
 𝑥𝑥 = [H+]

𝑥𝑥

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = Alk − 𝑐𝑐𝑇𝑇(𝑥𝑥 𝐾𝐾1⁄ +𝐾𝐾2 𝑥𝑥⁄ + 1)−1(2𝐾𝐾2 𝑥𝑥⁄ + 1) − 𝐾𝐾𝑤𝑤 𝑥𝑥⁄ + 𝑥𝑥

 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 > 0
Alk = 2x10−3, 𝑐𝑐𝑇𝑇 = 3x10−3,𝐾𝐾1 = 10−6.3, 𝐾𝐾2 = 10−10.3 𝐾𝐾𝑤𝑤 = 10−14
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𝑥𝑥)

 

𝜖𝜖𝑎𝑎 < 10−6%.
 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 pH
pH
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CAPÍTULO 3  
AJUSTE DE CURVAS POR MÍNIMOS CUADRADOS 

 

3.1. Modelos matemáticos 
de un conjunto de datos.  

3.2. Regresión lineal.   

3.3. Regresión polinomial.  

3.4. Regresiones no lineales 
y su linealización. 

3.5. Ajuste de curvas con 
funciones sinusoidales. 

3.6. Interpolación 
polinomial. 

3.7. Ejercicio de aplicación: 
Incremento de 
microplásticos.   

3.8. Ejercicios propuestos. 

3.9. Proyecto para grupo: 
Producto iónico del agua.   

 

Desechos plásticos en las costas de las islas Galápagos. 

La luz del sol, el viento y las olas rompen estos grades 

desechos plásticos en trozos cada vez más pequeños 

hasta que se convierten en microplásticos (partículas 

de menos de 5 milímetro de diámetro). Dadas las 

concentraciones de microplásticos en el agua durante 

varios años, se pueden predecir (con amplia exactitud) 

las concentraciones a futuro mediante los modelos 

matemáticos.   Fotografía: F. Oberhaensli (OIEA). 

      

Ajuste de curva de un conjunto de datos.    
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3.2. Regresión lineal.   

3.3. Regresión polinomial.  

3.4. Regresiones no lineales 
y su linealización. 
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3.1 Modelos matemáticos de un conjunto de datos 

 

𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

precisión y 

sencillez

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

FIGURA 3.1. Función de aproximación.    
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método de 

regresión por mínimos cuadrados

3.1.1 Métodos de mínimos cuadrados 

minimice

𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
{(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2), (𝑥𝑥3, 𝑦𝑦3), … . . , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛)}

suma de los cuadrados de los errores o errores 

cuadráticos

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)]2                                                       (3.1)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑆𝑆𝑟𝑟

𝑓𝑓

FIGURA 3.2. Suma de los cuadrados de los errores y dispersión de los datos.  
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coeficiente de determinación 𝑅𝑅2

𝑅𝑅2 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑆𝑆𝑡𝑡

                                                                  (3.2)

𝑆𝑆𝑡𝑡 medida de dispersión de los datos

𝑦̅𝑦

𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦]2                                                             (3.3)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑆𝑆𝑟𝑟 = 0 𝑅𝑅2 = 1
𝑅𝑅2 = 0 𝑆𝑆𝑡𝑡 = 𝑆𝑆𝑟𝑟

3.2 Regresión lineal   

 

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2), … , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛)

𝑎𝑎 = 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏    con    

𝑛𝑛 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
− ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

𝑛𝑛 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 − (∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)

2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

𝑏𝑏 = 1
𝑛𝑛 (∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
) 

(3.4) 
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𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑦𝑦

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖]2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
                                                  (3.5)

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄

𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑎𝑎

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄ = √ 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑛𝑛 − 2   .                                                         (3.6)

Ejemplo 3.1 Concentración de CO2 en la atmósfera 

CO2(ppm)

 𝑦𝑦
𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 0

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 CO2 = 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 1992
𝑥𝑥 = 0
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𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑦𝑦

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖]2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
                                                  (3.5)

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄

𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑎𝑎

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄ = √ 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑛𝑛 − 2   .                                                         (3.6)

Ejemplo 3.1 Concentración de CO2 en la atmósfera 

CO2(ppm)

 𝑦𝑦
𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 0

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 CO2 = 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 1992
𝑥𝑥 = 0
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𝑥𝑥
y

𝑛𝑛 = 5
 

Paso II:

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
0 + 3 + 6 + 9 + 12 = 30 

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 =

5

𝑖𝑖=1
02 + 32 + 62 + 92 + 122 = 270

∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
356.65 + 360.99 + 366.46 + 371.12 + 377.38 = 1832.6 

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
[0(356.65) + 3(360.99) + 6(366.46) + 8(371.12) + 12(377.38)] = 11150.37 

𝑥̅𝑥 = 1
5 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =

5

𝑖𝑖=1

1
5 (30) = 6      y     𝑦̅𝑦 = 1

5 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1

1
5 (1832.6) = 366.520 

Paso III

𝑎𝑎 = 𝑛𝑛 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 − ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑛𝑛 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2 − (∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 =
(5)(11150.37) − (30)(1832.6)

(5)(270) − (30)2 = 1.720

𝑏𝑏 = 1
𝑛𝑛 (∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖) = 6 − (1.71967)(366.52) = 356.202

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 1.720𝑥𝑥 + 356.202

Paso IV
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𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 366.52]2
5

𝑖𝑖=1
= (97.417 + 30.581 + 0.004 + 21.160 + 117.940)2 = 267.101 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 356.20200 − 1.71967𝑥𝑥𝑖𝑖]2
5

𝑖𝑖=1
= (0.201 + 0.138 + 0.004 + 0.312 + 0.294)2 = 0.948

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄ = √ 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑛𝑛 − 2 = √0.948

5 − 2 = 0.562       y       𝑅𝑅2 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑆𝑆𝑡𝑡

= 267.101 − 0.948
267.01 = 0.996

𝑦𝑦 = 1.720𝑥𝑥 + 356.202
𝑅𝑅2

 

FIGURA 3.3. Gráfica de datos y línea de ajuste. El ajuste se realizó con la hoja de cálculo Excel.  
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𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 366.52]2
5

𝑖𝑖=1
= (97.417 + 30.581 + 0.004 + 21.160 + 117.940)2 = 267.101 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 356.20200 − 1.71967𝑥𝑥𝑖𝑖]2
5

𝑖𝑖=1
= (0.201 + 0.138 + 0.004 + 0.312 + 0.294)2 = 0.948

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄ = √ 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑛𝑛 − 2 = √0.948

5 − 2 = 0.562       y       𝑅𝑅2 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑆𝑆𝑡𝑡

= 267.101 − 0.948
267.01 = 0.996

𝑦𝑦 = 1.720𝑥𝑥 + 356.202
𝑅𝑅2

 

FIGURA 3.3. Gráfica de datos y línea de ajuste. El ajuste se realizó con la hoja de cálculo Excel.  
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𝑥𝑥 = 12 2004. 𝑥𝑥 =
14

𝑦𝑦 = 1.720(14) + 356.202 = 380.277

380.277 ppm.

3.3 Regresión polinomial 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥3 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚 .                                 (3.7)

(𝑚𝑚x𝑚𝑚)

                𝑛𝑛𝑎𝑎0     +    𝑎𝑎1 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖        +      𝑎𝑎2 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2   +  …  +  𝑎𝑎𝑚𝑚 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑚𝑚    = ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖      

      𝑎𝑎0 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖     +    𝑎𝑎1 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2     +    𝑎𝑎2 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

3   +   …  + 𝑎𝑎𝑚𝑚 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑚𝑚+1 =  ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

      𝑎𝑎0 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2    +    𝑎𝑎1 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

3      +     𝑎𝑎2 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
4   +   …  +  𝑎𝑎𝑚𝑚 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑚𝑚+2 =  ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2𝑦𝑦𝑖𝑖   (3.8)

   ⋯

     𝑎𝑎0 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑚𝑚    +    𝑎𝑎1 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑚𝑚+1   +   𝑎𝑎2 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑚𝑚+2  + ⋯ +  𝑎𝑎𝑚𝑚 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2𝑚𝑚  = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑦𝑦𝑖𝑖   

i 𝑛𝑛

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎3𝑥𝑥3 − ⋯ − 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚]2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
                       (3.9)

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄
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𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄ = √ 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑛𝑛 − (𝑚𝑚 + 1)                                                     (3.10)

3.3.1 Regresión cuadrática   

𝑚𝑚 = 2

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2), … , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2.                                              (3.12)

𝑎𝑎0, 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑚𝑚 = 2

FIGURA 3.4. Ajuste de datos a una parábola.  
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𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄ = √ 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑛𝑛 − (𝑚𝑚 + 1)                                                     (3.10)

3.3.1 Regresión cuadrática   

𝑚𝑚 = 2

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2), … , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2.                                              (3.12)

𝑎𝑎0, 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 𝑚𝑚 = 2

FIGURA 3.4. Ajuste de datos a una parábola.  
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            𝑛𝑛𝑎𝑎0      +    𝑎𝑎1 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖      +   𝑎𝑎2 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2       =    ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

        𝑎𝑎0 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖      +     𝑎𝑎1 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2   +     𝑎𝑎2 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

3        =    ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖                   (3.13)

        𝑎𝑎0 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2      +     𝑎𝑎1 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

3   +     𝑎𝑎2 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
4        =    ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2𝑦𝑦𝑖𝑖

Ejemplo 3.2 Concentración de CO2 en la atmósfera 

Paso I:

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
30    ,     ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2 =
5

𝑖𝑖=1
270   ,     ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

3 =
5

𝑖𝑖=1
2700    ,       ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

4 =
5

𝑖𝑖=1
28674   

∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
1832.6    ,     ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 =

5

𝑖𝑖=1
11150.37   ,     ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
100844.91     

𝑥̅𝑥 = 1
5 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =

5

𝑖𝑖=1

1
5 (30) = 6      y     𝑦̅𝑦 = 1

5 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1

1
5 (1832.6) = 366.52 

Paso II

               5𝑎𝑎0   +       30𝑎𝑎1   +      270𝑎𝑎2 =  1832.6       
           30𝑎𝑎0  +    270𝑎𝑎1  +   2700𝑎𝑎2 = 11150.37      

           270𝑎𝑎0 +  2700𝑎𝑎1 + 28674𝑎𝑎2 = 100844.91     
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ver ap. A) 𝑎𝑎0 = 356.6349,  𝑎𝑎1 = 1.4311 𝑎𝑎2 = 0.0240

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 356.6349 + 1.4311 𝑥𝑥 + 0.0240𝑥𝑥2

Paso III

𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 366.52]2
5

𝑖𝑖=1
= 267.101 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 356.6349 + 1.4311 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 0.0240𝑥𝑥𝑖𝑖
2]2

5

𝑖𝑖=1
= 0.292

𝑚𝑚 = 2

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄ = √ 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑛𝑛 − (𝑚𝑚 + 1) = √0.294

5 − 3 = 0.382       y       𝑅𝑅2 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑆𝑆𝑡𝑡

= 267.101 − 0.292
267.01 = 0.999

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 356.6349 + 1.4311 𝑥𝑥 +
0.0240𝑥𝑥2 

FIGURA 3.5. Gráfica de datos y ajuste cuadrático. El ajuste se realizó con la hoja de cálculo Excel. 
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ver ap. A) 𝑎𝑎0 = 356.6349,  𝑎𝑎1 = 1.4311 𝑎𝑎2 = 0.0240

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 356.6349 + 1.4311 𝑥𝑥 + 0.0240𝑥𝑥2

Paso III

𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 366.52]2
5

𝑖𝑖=1
= 267.101 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 356.6349 + 1.4311 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 0.0240𝑥𝑥𝑖𝑖
2]2

5

𝑖𝑖=1
= 0.292

𝑚𝑚 = 2

𝑆𝑆𝑦𝑦 𝑥𝑥⁄ = √ 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑛𝑛 − (𝑚𝑚 + 1) = √0.294

5 − 3 = 0.382       y       𝑅𝑅2 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑆𝑆𝑡𝑡

= 267.101 − 0.292
267.01 = 0.999

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 356.6349 + 1.4311 𝑥𝑥 +
0.0240𝑥𝑥2 

FIGURA 3.5. Gráfica de datos y ajuste cuadrático. El ajuste se realizó con la hoja de cálculo Excel. 
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𝑥𝑥 = 14

𝑦𝑦 = 356.6349 + 1.4311 (14) + 0.0240(14)2 = 381.384

381.384 ppm.

3.4 Regresiones no lineales y su linealización  

 

FIGURA 3.6. Ajuste de datos a funciones no lineales.    
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𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝛽𝛽1𝑥𝑥 ,            𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼2𝑥𝑥𝛽𝛽2 ,           𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝛼𝛼3
𝑥𝑥

𝛽𝛽3 + 𝑥𝑥                 (3.14)

𝛼𝛼 𝛽𝛽

𝑦𝑦 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝛽𝛽1𝑥𝑥      ⇒       ln 𝑦𝑦 = ln 𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1𝑥𝑥                                    (3.15)

𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝛽𝛽1

ln 𝛼𝛼1

FIGURA 3.7. Linealización de funciones no lineales.   
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𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝛽𝛽1𝑥𝑥 ,            𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼2𝑥𝑥𝛽𝛽2 ,           𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝛼𝛼3
𝑥𝑥

𝛽𝛽3 + 𝑥𝑥                 (3.14)

𝛼𝛼 𝛽𝛽

𝑦𝑦 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝛽𝛽1𝑥𝑥      ⇒       ln 𝑦𝑦 = ln 𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1𝑥𝑥                                    (3.15)

𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝛽𝛽1

ln 𝛼𝛼1

FIGURA 3.7. Linealización de funciones no lineales.   

Capítulo 3.    Ajuste de Curvas por Mínimos Cuadrados 

 

  

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2), … , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛)

𝛼𝛼1 𝛽𝛽1

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 − ln 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑥𝑥𝑖𝑖]2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
.                                        (3.17)

𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 − ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅]2.                                                        (3.18)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

Ejemplo 3.3 Producción de plástico a nivel mundial  

𝑃𝑃𝑝𝑝(MTm)

 𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 0

𝛽𝛽1 = 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝛽𝛽1𝑥𝑥    con    

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ln 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
− ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅ ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 − 𝑥̅𝑥

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

𝛼𝛼1 = 𝑒𝑒ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅−𝛽𝛽1𝑥̅𝑥                       

(3.16) 
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𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑃𝑃𝑝𝑝 = 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 1976
𝑥𝑥 = 0

𝑥𝑥
ln 𝑦𝑦 ln(50) ln(100) ln(200) ln(311) ln(368)

ln 𝑃𝑃𝑝𝑝 = ln 𝑦𝑦

Paso II:

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
0 + 13 + 26 + 38 + 43 = 120 

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 =

5

𝑖𝑖=1
02 + 132 + 262 + 382 + 432 = 4138

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
0 ln(50) + 13 ln(100) + 26 ln(200) + 38 ln(311) + 43 ln(368) = 669.783 

𝑥̅𝑥 = 1
5 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =

5

𝑖𝑖=1

1
5 (120) = 24      y     ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅ = 1

5 ∑ ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1

1
5 (25.3634) = 5.093 

Paso III

𝛽𝛽1 =
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 − ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅ ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 − 𝑥̅𝑥 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

=
(669.7835) − (5.0927)(120)

(4138) − (24)(120) = 0.0466

𝛼𝛼1 = 𝑒𝑒ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅−𝛽𝛽1𝑥̅𝑥 = 𝑒𝑒(5.0927)−(0.04663)(24) = 53.172

𝑦𝑦 = 53.172𝑒𝑒0.0466𝑥𝑥
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𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑃𝑃𝑝𝑝 = 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 1976
𝑥𝑥 = 0

𝑥𝑥
ln 𝑦𝑦 ln(50) ln(100) ln(200) ln(311) ln(368)

ln 𝑃𝑃𝑝𝑝 = ln 𝑦𝑦

Paso II:

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
0 + 13 + 26 + 38 + 43 = 120 

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 =

5

𝑖𝑖=1
02 + 132 + 262 + 382 + 432 = 4138

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1
0 ln(50) + 13 ln(100) + 26 ln(200) + 38 ln(311) + 43 ln(368) = 669.783 

𝑥̅𝑥 = 1
5 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =

5

𝑖𝑖=1

1
5 (120) = 24      y     ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅ = 1

5 ∑ ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 =
5

𝑖𝑖=1

1
5 (25.3634) = 5.093 

Paso III

𝛽𝛽1 =
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 − ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅ ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
2 − 𝑥̅𝑥 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

=
(669.7835) − (5.0927)(120)

(4138) − (24)(120) = 0.0466

𝛼𝛼1 = 𝑒𝑒ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅−𝛽𝛽1𝑥̅𝑥 = 𝑒𝑒(5.0927)−(0.04663)(24) = 53.172

𝑦𝑦 = 53.172𝑒𝑒0.0466𝑥𝑥
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Paso IV

𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 − ln 𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅]2
5

𝑖𝑖=1
= (1.394 + 0.238 + 0.042 + 0.419 + 0.665)2 = 2.758 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[ln 𝑦𝑦𝑖𝑖 − ln(53.1719) − (0.04663) ln 𝑥𝑥𝑖𝑖]2
5

𝑖𝑖=1

= (0.004 + 0.001 + 0.013 + 0.000 + 0.005)2

                                = 0.022  

𝑅𝑅2 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑆𝑆𝑡𝑡

= 2.7575 − 0.0221
2.7575 = 0.992

𝑦𝑦 = 53.172𝑒𝑒0.0466𝑥𝑥

𝑅𝑅2

𝛽𝛽1  

FIGURA 3.8. Gráfica de datos y ajuste exponencial. El ajuste se realizó con la hoja de cálculo Excel. 

81



Capítulo 3.    Ajuste de Curvas por Mínimos Cuadrados 

 

  

 

𝑥𝑥 = 0 . 𝑥𝑥 =
2030 − 1976 = 54

𝑦𝑦 = 53.172𝑒𝑒0.0466(54) = 659.584 MTm

.

 

3.5 Ajuste de curvas con funciones sinusoidales 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 𝐴𝐴1 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔) + 𝐴𝐴2 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔).                               (3.19)

FIGURA 3.9. Regresión sinusoidal. 
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𝑥𝑥 = 0 . 𝑥𝑥 =
2030 − 1976 = 54

𝑦𝑦 = 53.172𝑒𝑒0.0466(54) = 659.584 MTm

.

 

3.5 Ajuste de curvas con funciones sinusoidales 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 𝐴𝐴1 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔) + 𝐴𝐴2 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔).                               (3.19)

FIGURA 3.9. Regresión sinusoidal. 
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(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2), … , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑥𝑥 ∆𝑥𝑥) 𝐿𝐿 = (𝑛𝑛 − 1)∆𝑥𝑥

𝐴𝐴0 = 1
𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
,     𝐴𝐴1 = 2

𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖),    𝐵𝐵1 = 2

𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖)               (3.20)

𝜔𝜔0 = 2𝜋𝜋 𝑛𝑛∆𝑥𝑥⁄ . 𝐴𝐴0 𝐴𝐴1 𝐵𝐵1 coeficientes 

de Fourier

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝐴𝐴0 − 𝐴𝐴1 cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝐴𝐴2 sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖)]2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
                           (3.21)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 𝐶𝐶1 cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥 + 𝜃𝜃)   o   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 𝐶𝐶1 sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥 + 𝜑𝜑)            (3.22)

Figura 3.10. Funciones de ajuste seno y cosenos.  

83



Capítulo 3.    Ajuste de Curvas por Mínimos Cuadrados 

 

  

𝐶𝐶1 = √𝐴𝐴1
2 + 𝐴𝐴2

2 ,    𝜃𝜃 = {
tan−1(−𝐴𝐴2 𝐴𝐴1⁄ )            si 𝐴𝐴1 > 0
𝜋𝜋                                        si 𝐴𝐴1 = 0
tan−1(−𝐴𝐴2 𝐴𝐴1⁄ ) + 𝜋𝜋    si 𝐴𝐴1 < 0

    y     𝜑𝜑 = 𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
2 .       (3.23)

𝐴𝐴0 𝐶𝐶1

𝜔𝜔0

𝜃𝜃

𝑥𝑥 = 0

Ejemplo 3.4 Temperatura en la ciudad de Miami 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 𝐶𝐶1 cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥 + 𝜃𝜃)
𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 1

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑇𝑇𝑚𝑚 = 𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 1 

𝑥𝑥
𝑦𝑦

𝑛𝑛 = 12 y ∆𝑥𝑥 = 1 𝜔𝜔0 = 2𝜋𝜋 𝑛𝑛∆𝑥𝑥⁄ = 𝜋𝜋 6⁄ = 0.5236
 

Paso II:

Capítulo 3.    Ajuste de Curvas por Mínimos Cuadrados 

 

  

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2), … , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑥𝑥 ∆𝑥𝑥) 𝐿𝐿 = (𝑛𝑛 − 1)∆𝑥𝑥

𝐴𝐴0 = 1
𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
,     𝐴𝐴1 = 2

𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖),    𝐵𝐵1 = 2

𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖)               (3.20)

𝜔𝜔0 = 2𝜋𝜋 𝑛𝑛∆𝑥𝑥⁄ . 𝐴𝐴0 𝐴𝐴1 𝐵𝐵1 coeficientes 

de Fourier

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝐴𝐴0 − 𝐴𝐴1 cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝐴𝐴2 sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖)]2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
                           (3.21)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 𝐶𝐶1 cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥 + 𝜃𝜃)   o   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 𝐶𝐶1 sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥 + 𝜑𝜑)            (3.22)

Figura 3.10. Funciones de ajuste seno y cosenos.  
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𝐶𝐶1 = √𝐴𝐴1
2 + 𝐴𝐴2

2 ,    𝜃𝜃 = {
tan−1(−𝐴𝐴2 𝐴𝐴1⁄ )            si 𝐴𝐴1 > 0
𝜋𝜋                                        si 𝐴𝐴1 = 0
tan−1(−𝐴𝐴2 𝐴𝐴1⁄ ) + 𝜋𝜋    si 𝐴𝐴1 < 0

    y     𝜑𝜑 = 𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
2 .       (3.23)

𝐴𝐴0 𝐶𝐶1

𝜔𝜔0

𝜃𝜃

𝑥𝑥 = 0

Ejemplo 3.4 Temperatura en la ciudad de Miami 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴0 + 𝐶𝐶1 cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥 + 𝜃𝜃)
𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 1

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑇𝑇𝑚𝑚 = 𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 1 

𝑥𝑥
𝑦𝑦

𝑛𝑛 = 12 y ∆𝑥𝑥 = 1 𝜔𝜔0 = 2𝜋𝜋 𝑛𝑛∆𝑥𝑥⁄ = 𝜋𝜋 6⁄ = 0.5236
 

Paso II:
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∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖 cos 𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖 =
12

𝑖𝑖=1
76.5 cos (𝜋𝜋

6)    + 77.7 cos (2𝜋𝜋
6 ) + 80.7 cos (3𝜋𝜋

6 )  + 83.8 cos (4𝜋𝜋
6 ) +

                           87.2 cos (5𝜋𝜋
6 )  + 89.5 cos (6𝜋𝜋

6 )  + 90.9 cos (7𝜋𝜋
6 ) + 90.6 cos (8𝜋𝜋

6 ) +

                           89.0 cos (9𝜋𝜋
6 ) + 85.4 cos (10𝜋𝜋

6 ) + 81.2 cos (11𝜋𝜋
6 ) + 77.5 cos (12𝜋𝜋

6 ) = −35.3169

∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖 sin 𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖 =
12

𝑖𝑖=1
76.5 sin (𝜋𝜋

6)    + 77.7 sin (2𝜋𝜋
6 )  + 80.7 sin (3𝜋𝜋

6 )  + 83.8 sin (4𝜋𝜋
6 ) +

                           87.2 sin (5𝜋𝜋
6 )  + 89.5 sin (6𝜋𝜋

6 )   + 90.9 sin (7𝜋𝜋
6 ) + 90.6 sin (8𝜋𝜋

6 ) +

                        89.0 sin (9𝜋𝜋
6 ) + 85.4 sin (10𝜋𝜋

6 ) + 81.2 sin (11𝜋𝜋
6 ) + 77.5 sin (12𝜋𝜋

6 ) = −25.0574

Paso III

𝐴𝐴0 = 1
𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 1

12 (1010) = 84.1666      

𝐴𝐴1 = 2
𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖) = 2

12 (−35.3169) = −5.8862

𝐴𝐴2 = 2
𝑛𝑛 ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥𝑖𝑖) = 2

12 (−25.0574) = −4.1762

 

Paso IV 𝐶𝐶1 𝜃𝜃

𝐶𝐶1 = √𝐴𝐴1
2 + 𝐴𝐴2

2                                  

       = √(−5.8862)2 + (−4.1762)2

 = 7.2172                                   

         y           
𝜃𝜃 = tan−1(−𝐴𝐴2 𝐴𝐴1⁄ ) + 𝜋𝜋                                
   = tan−1[− (−4.1762) (−5.8862)⁄ ] + 𝜋𝜋

= 2.5245                                                      

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 84.1666 + 7.2172 cos(0.5236𝑥𝑥 + 2.5245)

Paso IV
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𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦]2
12

𝑖𝑖=1
= (58.778 + 41.818 + 12.018 + 0.134 + 9.201 + 28.444 + 45.338 + 

           41.338 + 23.361 + 1.521 + 8.801 + 44.444) = 315.2467                                
 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝐴𝐴0 − 𝐴𝐴1 cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥) − 𝐴𝐴2 sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥)]2
12

𝑖𝑖=1
= (0.231 + 0.009 + 0.503 + 0.094 + 0.001

+0.306 + 0.205 + 0.016 + 0.432 + 0.313     
+0.002 + 0.609 = 2.7206                                   

𝑟𝑟2 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑆𝑆𝑡𝑡

= 315.2467 − 2.7206
315.2467 = 0.9914

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 84.1666 +
7.2172 cos(0.5236𝑥𝑥 + 2.5245) 
𝑅𝑅2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 84.1666 + 7.2172 cos(0.5236𝑥𝑥 + 2.5245)
84.16 °𝐹𝐹

. 38 °𝐹𝐹

FIGURA 3.11. Gráfica de datos y ajuste trigonométrico. El ajuste se realizó con la hoja de cálculo Excel. 
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𝑆𝑆𝑡𝑡 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦̅𝑦]2
12

𝑖𝑖=1
= (58.778 + 41.818 + 12.018 + 0.134 + 9.201 + 28.444 + 45.338 + 

           41.338 + 23.361 + 1.521 + 8.801 + 44.444) = 315.2467                                
 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝐴𝐴0 − 𝐴𝐴1 cos(𝜔𝜔0𝑥𝑥) − 𝐴𝐴2 sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥)]2
12

𝑖𝑖=1
= (0.231 + 0.009 + 0.503 + 0.094 + 0.001

+0.306 + 0.205 + 0.016 + 0.432 + 0.313     
+0.002 + 0.609 = 2.7206                                   

𝑟𝑟2 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 − 𝑆𝑆𝑟𝑟
𝑆𝑆𝑡𝑡

= 315.2467 − 2.7206
315.2467 = 0.9914

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 84.1666 +
7.2172 cos(0.5236𝑥𝑥 + 2.5245) 
𝑅𝑅2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 84.1666 + 7.2172 cos(0.5236𝑥𝑥 + 2.5245)
84.16 °𝐹𝐹

. 38 °𝐹𝐹

FIGURA 3.11. Gráfica de datos y ajuste trigonométrico. El ajuste se realizó con la hoja de cálculo Excel. 
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76.5 °𝐹𝐹 75.5 °𝐹𝐹

3.6 Interpolación polinomial 

𝑛𝑛 + 1 𝑛𝑛

𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 + 1

nombre “El polinomio de interpolación de Newton en diferencia dividida” e

FIGURA 3.12. Casos particulares de unión de puntos por polinomios.   
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3.6.1 Polinomio de interpolación de Newton en diferencia dividida 

 

𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 + 1

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + ⋯ + 𝑏𝑏𝑛𝑛(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1) ∙∙∙ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1)         (3.24)

𝑏𝑏0 𝑏𝑏1,…, 𝑏𝑏𝑛𝑛

  𝑏𝑏0 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
  𝑏𝑏1 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]
𝑏𝑏2 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]                                                                                                       (3.25)

         ⋮
  𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, ⋯ , 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]

diferencias divididas finitas

1ra. Diferencia                 →                         𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑗𝑗] =
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑗𝑗)

𝑥𝑥𝑗𝑗 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

2 da. Diferencia               →                    𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑗𝑗, 𝑥𝑥𝑘𝑘] =
𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑗𝑗] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑗𝑗, 𝑥𝑥𝑘𝑘]

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑘𝑘
                            (3.26)

              ⋮

 𝑛𝑛 − é𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 . Diferencia →  𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, ⋯ , 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, ⋯ , 𝑥𝑥𝑖𝑖] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, ⋯ , 𝑥𝑥0]
𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥0
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3.6.1 Polinomio de interpolación de Newton en diferencia dividida 

 

𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 + 1

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + ⋯ + 𝑏𝑏𝑛𝑛(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1) ∙∙∙ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1)         (3.24)

𝑏𝑏0 𝑏𝑏1,…, 𝑏𝑏𝑛𝑛

  𝑏𝑏0 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
  𝑏𝑏1 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]
𝑏𝑏2 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]                                                                                                       (3.25)

         ⋮
  𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, ⋯ , 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]

diferencias divididas finitas

1ra. Diferencia                 →                         𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑗𝑗] =
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑗𝑗)

𝑥𝑥𝑗𝑗 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

2 da. Diferencia               →                    𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑗𝑗, 𝑥𝑥𝑘𝑘] =
𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑗𝑗] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑗𝑗, 𝑥𝑥𝑘𝑘]

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑘𝑘
                            (3.26)

              ⋮

 𝑛𝑛 − é𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 . Diferencia →  𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, ⋯ , 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, ⋯ , 𝑥𝑥𝑖𝑖] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, ⋯ , 𝑥𝑥0]
𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥0
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  𝑒𝑒𝑎𝑎% ≅ |𝑓𝑓[𝑥𝑥𝑛𝑛+1, 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, ⋯ , 𝑥𝑥0](𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1) ⋯ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑛𝑛)|100%            (3.27)

Ejemplo 3.5 Estimación de concentración de oxígeno  

𝑇𝑇 = 𝑥𝑥 O = 𝑦𝑦

 

Paso II:

(𝑛𝑛)
(𝑛𝑛 + 1)

𝑃𝑃0(8, 11.84) 𝑃𝑃1(40, 6.41)
𝑃𝑃0(8, 11.84) , 𝑃𝑃1(40, 6.41)
𝑃𝑃2(32, 7.31) 
𝑃𝑃0(8, 11.84) , 𝑃𝑃1(40, 6.41),
𝑃𝑃2(32, 7.31) 𝑃𝑃3(24, 8.42) 
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Paso III 𝑃𝑃0, 𝑃𝑃1

𝑃𝑃2 𝑃𝑃3 𝑥𝑥0 = 8, 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 11.84,  𝑥𝑥1 = 40 , 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 6.41,   𝑥𝑥2 = 32,   𝑓𝑓(𝑥𝑥2) =
7.31, 𝑥𝑥3 = 24 y  𝑓𝑓(𝑥𝑥3) = 8.42

𝑓𝑓[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0

= 6.41 − 11.84
40 − 8 = −0.170

𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

= 7.31 − 6.41
32 − 40 = −0.113

𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥3) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2

= 8.42 − 7.31
24 − 32 = −0.139

𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥0

= −0.1125 − (−0.1697)
32 − 8 = 2.383𝑥𝑥10−3  

𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1] = 𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1]
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥0

= −0.1388 − (−0.1125)
24 − 8 = 1.641𝑥𝑥10−3  

𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥0

= 0.0016 − 0.0024 
24 − 8 = −4.639𝑥𝑥10−5     

 

Paso IV:  𝑏𝑏0 𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑦𝑦 𝑏𝑏3

𝑏𝑏0 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 11.84                                 ;         𝑏𝑏1 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = −0.170
𝑏𝑏2 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 2.383𝑥𝑥10−3         ;         𝑏𝑏3 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = −4.639𝑥𝑥10−5 

Paso V: 𝑥𝑥 = 12

𝑛𝑛 = 1 𝑃𝑃0 𝑃𝑃1, interpolación lineal

𝑃𝑃2

90



Capítulo 3.    Ajuste de Curvas por Mínimos Cuadrados 

 

  

Paso III 𝑃𝑃0, 𝑃𝑃1

𝑃𝑃2 𝑃𝑃3 𝑥𝑥0 = 8, 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 11.84,  𝑥𝑥1 = 40 , 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 6.41,   𝑥𝑥2 = 32,   𝑓𝑓(𝑥𝑥2) =
7.31, 𝑥𝑥3 = 24 y  𝑓𝑓(𝑥𝑥3) = 8.42

𝑓𝑓[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0

= 6.41 − 11.84
40 − 8 = −0.170

𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

= 7.31 − 6.41
32 − 40 = −0.113

𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥3) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥2

= 8.42 − 7.31
24 − 32 = −0.139

𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥0

= −0.1125 − (−0.1697)
32 − 8 = 2.383𝑥𝑥10−3  

𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1] = 𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1]
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥0

= −0.1388 − (−0.1125)
24 − 8 = 1.641𝑥𝑥10−3  

𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1] − 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0]
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥0

= 0.0016 − 0.0024 
24 − 8 = −4.639𝑥𝑥10−5     

 

Paso IV:  𝑏𝑏0 𝑏𝑏1 𝑏𝑏2 𝑦𝑦 𝑏𝑏3

𝑏𝑏0 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 11.84                                 ;         𝑏𝑏1 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = −0.170
𝑏𝑏2 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 2.383𝑥𝑥10−3         ;         𝑏𝑏3 = 𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = −4.639𝑥𝑥10−5 

Paso V: 𝑥𝑥 = 12

𝑛𝑛 = 1 𝑃𝑃0 𝑃𝑃1, interpolación lineal

𝑃𝑃2
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𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) = 11.84 − 0.170(𝑥𝑥 − 8)
                                               = 13.198 − 0.170𝑥𝑥

  𝑒𝑒𝑎𝑎% = |𝑅𝑅𝑛𝑛|100% = |𝑓𝑓[𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0](𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)|
                                                = |2.383𝑥𝑥10−3(𝑥𝑥 − 8)(𝑥𝑥 − 40)|

𝑥𝑥 = 12

𝑓𝑓(12) = 13.198 − 0.170(12) = 11.161   → 1ra. aproximación
     𝑒𝑒𝑎𝑎% = |2.383𝑥𝑥10−3(12 − 8)(12 − 40)|100% = 26.688%

𝑛𝑛 = 2 𝑃𝑃0, 𝑃𝑃1 𝑃𝑃2, interpolación cuadrática

𝑃𝑃3

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑏𝑏2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)
          = 11.84 − 0.170(𝑥𝑥 − 8) − 0.002(𝑥𝑥 − 8)(𝑥𝑥 − 40)         
          = 12.430 − 0.055𝑥𝑥 − 0.002𝑥𝑥2

  𝑒𝑒𝑎𝑎% = |𝑅𝑅𝑛𝑛|100% = |𝑓𝑓[𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0](𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)|
                  = |−4.639𝑥𝑥10−5(𝑥𝑥 − 8)(𝑥𝑥 − 40)(𝑥𝑥 − 32)|100%

𝑥𝑥 = 12

𝑓𝑓(12) = 12.430 − 0.055(12) − 0.002(12)2 = 10.894   → 2da. aproximación
    𝑒𝑒𝑎𝑎% = |−4.639𝑥𝑥10−5(12 − 8)(12 − 40)(12 − 32)|100% = 10.391%    

𝑛𝑛 = 3 𝑃𝑃0, 𝑃𝑃1 𝑃𝑃2, 𝑃𝑃3 interpolación cúbica

𝑃𝑃4(16 , 9.87)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) + 𝑏𝑏2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1) + 𝑏𝑏3(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)
            = 11.84 − 0.170(𝑥𝑥 − 8) − 0.002(𝑥𝑥 − 8)(𝑥𝑥 − 40)         

−4.639𝑥𝑥10−5(𝑥𝑥 − 8)(𝑥𝑥 − 40)(𝑥𝑥 − 32)
            = 12.942 − 0.147𝑥𝑥 + 0.002𝑥𝑥2 − 4.639𝑥𝑥10−5𝑥𝑥3
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𝑒𝑒𝑎𝑎% = |𝑅𝑅𝑛𝑛|100% = |𝑓𝑓[𝑥𝑥4, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0](𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3)|
                                              = |5.086𝑥𝑥10−7(𝑥𝑥 − 8)(𝑥𝑥 − 40)(𝑥𝑥 − 32)(𝑥𝑥 − 24)|

𝑓𝑓[𝑥𝑥4, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 5.086𝑥𝑥10−7. 
𝑥𝑥 = 12

𝑓𝑓(12) = 12.942 − 0.147(12) − 0.002(12)2 − 4.639𝑥𝑥10−5(12)3 = 10.790
→ 3ra. aproximación

𝑒𝑒𝑎𝑎% = |5.086𝑥𝑥10−7(12 − 8)(12 − 40)(12 − 32)(12 − 24)|100% = 1.367%

O

𝑃𝑃𝑖𝑖(12 , 10.79) 𝑒𝑒𝑎𝑎% = 1.367%

3.7 Ejercicio de aplicación: Incremento de microplásticos   

 

FIGURA 3.13. Conjunto de datos y punto interpolado. La interpolación se realizó con la hoja de cálculo Excel. 
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𝑒𝑒𝑎𝑎% = |𝑅𝑅𝑛𝑛|100% = |𝑓𝑓[𝑥𝑥4, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0](𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3)|
                                              = |5.086𝑥𝑥10−7(𝑥𝑥 − 8)(𝑥𝑥 − 40)(𝑥𝑥 − 32)(𝑥𝑥 − 24)|

𝑓𝑓[𝑥𝑥4, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0] = 5.086𝑥𝑥10−7. 
𝑥𝑥 = 12

𝑓𝑓(12) = 12.942 − 0.147(12) − 0.002(12)2 − 4.639𝑥𝑥10−5(12)3 = 10.790
→ 3ra. aproximación

𝑒𝑒𝑎𝑎% = |5.086𝑥𝑥10−7(12 − 8)(12 − 40)(12 − 32)(12 − 24)|100% = 1.367%

O

𝑃𝑃𝑖𝑖(12 , 10.79) 𝑒𝑒𝑎𝑎% = 1.367%

3.7 Ejercicio de aplicación: Incremento de microplásticos   

 

FIGURA 3.13. Conjunto de datos y punto interpolado. La interpolación se realizó con la hoja de cálculo Excel. 
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Ejemplo 2.9 Microplásticos en las Islas Galápagos  

 

𝑦𝑦
𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 0  

 

FIGURA 3.14. Cantidad de microplásticos en el Pacífico tropical oriental (Infografía y datos: OIEA). 
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𝑥𝑥 = 0

𝛼𝛼 𝛽𝛽

FIGURA 3.16. Matriz de cálculo de regresión exponencial en Excel.  

FIGURA 3.15. Tabla de datos en Excel. Los datos originales se insertan de forma manual.  

94



Capítulo 3.    Ajuste de Curvas por Mínimos Cuadrados 

 

  

𝑥𝑥 = 0

𝛼𝛼 𝛽𝛽

FIGURA 3.16. Matriz de cálculo de regresión exponencial en Excel.  

FIGURA 3.15. Tabla de datos en Excel. Los datos originales se insertan de forma manual.  
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𝑥𝑥 ln 𝑦𝑦
𝛼𝛼 𝛽𝛽

𝑅𝑅2

𝑆𝑆𝑡𝑡

FIGURA 3.17. Sumas y promedios en Excel. 

FIGURA 3.18. Cálculo de coeficiente de determinación 𝑹𝑹𝟐𝟐. 
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𝑆𝑆𝑟𝑟

𝑆𝑆𝑡𝑡 𝑆𝑆𝑟𝑟

𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝑅𝑅2

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 42.200𝑒𝑒0.0816𝑥𝑥  , 𝑅𝑅2 = 0.997

FIGURA 3.19. Modelo de regresión exponencial en hoja de cálculo Excel. 
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𝑆𝑆𝑟𝑟

𝑆𝑆𝑡𝑡 𝑆𝑆𝑟𝑟

𝛼𝛼, 𝛽𝛽 𝑅𝑅2

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 42.200𝑒𝑒0.0816𝑥𝑥  , 𝑅𝑅2 = 0.997

FIGURA 3.19. Modelo de regresión exponencial en hoja de cálculo Excel. 
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𝑅𝑅2

3.8 Ejercicios propuestos  

▪ 

▪ 

▪ 
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𝑦𝑦
𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 0

 

 

 

 

𝑝𝑝

𝑥𝑥
𝑝𝑝

 

𝑦𝑦 𝑥𝑥
 

 

 

𝑥𝑥 = 12
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𝑦𝑦
𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 0

 

 

 

 

𝑝𝑝

𝑥𝑥
𝑝𝑝

 

𝑦𝑦 𝑥𝑥
 

 

 

𝑥𝑥 = 12
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𝑃𝑃𝐸𝐸

∙ 𝑡𝑡

 𝑦𝑦
𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 0

 

 

1.64 billones (kW ∙ h)

 

∙
 

Algunos artículos científicos ya definen este proyecto como “la en
cambiará el curso de la civilización” o “el mayor salto de la humanidad”
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 𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥 + 𝜑𝜑)
𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 1

 

 

 

[𝑆𝑆]
𝜈𝜈0

[𝑆𝑆], 𝑀𝑀
𝜈𝜈0, 10−6 𝑀𝑀 𝑠𝑠⁄ 6.3636𝑥𝑥10−5 7.9520𝑥𝑥10−3 6.3472𝑥𝑥10−2

[𝑆𝑆], 𝑀𝑀
𝜈𝜈0, 10−6 𝑀𝑀 𝑠𝑠⁄

 𝑣𝑣0 = 𝑘𝑘[𝑆𝑆]3 (𝐾𝐾 + [𝑆𝑆]3)⁄ 𝑎𝑎1 = 1/𝑘𝑘
𝑎𝑎2 = 𝐾𝐾 𝑘𝑘⁄ 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

𝑎𝑎1𝑛𝑛 + 𝑎𝑎2 ∑ 1 [𝑆𝑆𝑖𝑖]3⁄
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ 1 𝜈𝜈0𝑖𝑖⁄

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  

𝑎𝑎1 ∑ 1 [𝑆𝑆𝑖𝑖]3⁄
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎2 ∑ 1 [𝑆𝑆𝑖𝑖]6⁄

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ 1 (𝜈𝜈0𝑖𝑖[𝑆𝑆𝑖𝑖]3)⁄

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
        

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝜈𝜈0𝑖𝑖
−1 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2[𝑆𝑆𝑖𝑖]−3)2.

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
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 𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 sin(𝜔𝜔0𝑥𝑥 + 𝜑𝜑)
𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 1

 

 

 

[𝑆𝑆]
𝜈𝜈0

[𝑆𝑆], 𝑀𝑀
𝜈𝜈0, 10−6 𝑀𝑀 𝑠𝑠⁄ 6.3636𝑥𝑥10−5 7.9520𝑥𝑥10−3 6.3472𝑥𝑥10−2

[𝑆𝑆], 𝑀𝑀
𝜈𝜈0, 10−6 𝑀𝑀 𝑠𝑠⁄

 𝑣𝑣0 = 𝑘𝑘[𝑆𝑆]3 (𝐾𝐾 + [𝑆𝑆]3)⁄ 𝑎𝑎1 = 1/𝑘𝑘
𝑎𝑎2 = 𝐾𝐾 𝑘𝑘⁄ 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

𝑎𝑎1𝑛𝑛 + 𝑎𝑎2 ∑ 1 [𝑆𝑆𝑖𝑖]3⁄
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ 1 𝜈𝜈0𝑖𝑖⁄

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
  

𝑎𝑎1 ∑ 1 [𝑆𝑆𝑖𝑖]3⁄
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎2 ∑ 1 [𝑆𝑆𝑖𝑖]6⁄

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ 1 (𝜈𝜈0𝑖𝑖[𝑆𝑆𝑖𝑖]3)⁄

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
        

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝜈𝜈0𝑖𝑖
−1 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2[𝑆𝑆𝑖𝑖]−3)2.

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
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 𝜈𝜈0 [𝑆𝑆] =
8 𝑀𝑀

 

𝑦𝑦 = 𝛼𝛼10𝛽𝛽𝛽𝛽

𝑦𝑦
𝑥𝑥

𝑥𝑥 = 0
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𝑦𝑦 = 𝑎𝑎3𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎0

𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 0

Sugerencia 𝑎𝑎3, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎1 𝑎𝑎0
𝑚𝑚 = 3

 

 2025
 

12.8mm
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𝑦𝑦 = 𝑎𝑎3𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎0

𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 0

Sugerencia 𝑎𝑎3, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎1 𝑎𝑎0
𝑚𝑚 = 3

 

 2025
 

12.8mm
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𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 log10 𝑥𝑥
𝑦𝑦

𝑥𝑥

 

 

 

 

𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑒𝑒−1.5𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑒𝑒−0.3𝑥𝑥 + 𝐶𝐶𝑒𝑒−0.05𝑥𝑥
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𝑥𝑥 (𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝑥𝑥 (h)
𝑝𝑝(𝑥𝑥)

Sugerencia

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑒𝑒−1.5𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐵𝐵𝑒𝑒−0.3𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐶𝐶𝑒𝑒−0.05𝑥𝑥𝑖𝑖)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝐶𝐶 𝑝𝑝%

𝑝𝑝%
𝐶𝐶

𝑐𝑐(𝑝𝑝) = 𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑏𝑏 + 𝑝𝑝)(𝑐𝑐 + 𝑝𝑝) , 0 ≤ 𝑝𝑝 < 100

 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐
Sugerencia:

𝑦𝑦−1 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥−1

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝑦𝑦𝑖𝑖
−1 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑖𝑖

−1)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
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𝑥𝑥 (𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝑥𝑥 (h)
𝑝𝑝(𝑥𝑥)

Sugerencia

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑒𝑒−1.5𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐵𝐵𝑒𝑒−0.3𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐶𝐶𝑒𝑒−0.05𝑥𝑥𝑖𝑖)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝐶𝐶 𝑝𝑝%

𝑝𝑝%
𝐶𝐶

𝑐𝑐(𝑝𝑝) = 𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑏𝑏 + 𝑝𝑝)(𝑐𝑐 + 𝑝𝑝) , 0 ≤ 𝑝𝑝 < 100

 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐
Sugerencia:

𝑦𝑦−1 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥−1

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝑦𝑦𝑖𝑖
−1 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑖𝑖

−1)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
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3.9 Proyecto para grupo: Producto iónico del agua   

𝐾𝐾𝑤𝑤

− log10 𝐾𝐾𝑤𝑤 = 𝑎𝑎
𝑇𝑇 + 𝑏𝑏 log10 𝑇𝑇 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐 𝑑𝑑

 𝑥𝑥 = 𝑇𝑇
𝑦𝑦 = 𝐾𝐾𝑤𝑤

        𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑐𝑐 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑏𝑏 ∑ log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥í

−1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ log10 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                            𝑑𝑑 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑐𝑐 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑏𝑏 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
log10 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 log10 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑑𝑑 ∑ log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑐𝑐 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑏𝑏 ∑(log10 𝑥𝑥𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥í

−1 log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ log10 𝑥𝑥𝑖𝑖 log10 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
             

                                     𝑑𝑑 ∑ 𝑥𝑥í
−1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 ∑ 𝑥𝑥í

−1 log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥í

−2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

−1 log10 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
             

 𝐾𝐾𝑤𝑤 (moles L⁄ )
(K)

𝐾𝐾𝑤𝑤(moles L⁄ )
T (K)
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𝑥𝑥 (𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝑥𝑥 (h)
𝑝𝑝(𝑥𝑥)

Sugerencia

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑒𝑒−1.5𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐵𝐵𝑒𝑒−0.3𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐶𝐶𝑒𝑒−0.05𝑥𝑥𝑖𝑖)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝐶𝐶 𝑝𝑝%

𝑝𝑝%
𝐶𝐶

𝑐𝑐(𝑝𝑝) = 𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑏𝑏 + 𝑝𝑝)(𝑐𝑐 + 𝑝𝑝) , 0 ≤ 𝑝𝑝 < 100

 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐
Sugerencia:

𝑦𝑦−1 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥−1

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝑦𝑦𝑖𝑖
−1 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑖𝑖

−1)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
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3.9 Proyecto para grupo: Producto iónico del agua   

𝐾𝐾𝑤𝑤

− log10 𝐾𝐾𝑤𝑤 = 𝑎𝑎
𝑇𝑇 + 𝑏𝑏 log10 𝑇𝑇 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐 𝑑𝑑

 𝑥𝑥 = 𝑇𝑇
𝑦𝑦 = 𝐾𝐾𝑤𝑤

        𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑐𝑐 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑏𝑏 ∑ log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥í

−1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ log10 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                            𝑑𝑑 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑐𝑐 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑏𝑏 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
log10 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 log10 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑑𝑑 ∑ log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑐𝑐 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑏𝑏 ∑(log10 𝑥𝑥𝑖𝑖)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥í

−1 log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ log10 𝑥𝑥𝑖𝑖 log10 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
             

                                     𝑑𝑑 ∑ 𝑥𝑥í
−1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑏𝑏 ∑ 𝑥𝑥í

−1 log10 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥í

−2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

−1 log10 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
             

 𝐾𝐾𝑤𝑤 (moles L⁄ )
(K)

𝐾𝐾𝑤𝑤(moles L⁄ )
T (K)
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𝑥𝑥 (𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝑥𝑥 (h)
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𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝐶𝐶 𝑝𝑝%

𝑝𝑝%
𝐶𝐶

𝑐𝑐(𝑝𝑝) = 𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑏𝑏 + 𝑝𝑝)(𝑐𝑐 + 𝑝𝑝) , 0 ≤ 𝑝𝑝 < 100

 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑐𝑐
Sugerencia:

𝑦𝑦−1 = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥−1

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑(𝑦𝑦𝑖𝑖
−1 − 𝑎𝑎0 − 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑖𝑖

−1)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
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−1)2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
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CAPÍTULO 4  

INTEGRACIÓN Y DIFERENCIACIÓN NUMÉRICA 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑝𝑝(𝑥𝑥) 𝑛𝑛  

 

4.1. Solución numérica de una 
integral definida.  

4.2. Integración numérica: 
Fórmula de integración de 
Newton-Cotes. 

4.3. Derivación numérica: 
Fórmula de Taylor y 
diferencias finitas dividas.      
 
4.4. Ejercicio de aplicación: 
Cálculo de consumo de energía 
eléctrica en un horario 
nocturno.  
 
4.5. Ejercicios propuestos. 
 
4.6. Proyecto para grupo: 
Hidrogeometría de una 
corriente     
 

Vista nocturna del condado de San Diego, Estados Unidos. El 

consumo global de electricidad (que había retrocedido un 

0,7 % en 2020 por la crisis de la COVID-199) creció un 5,5 % 

en 2021, lo que se traduce en un 4,8 % más por encima de 

su nivel de 2019. Las grandes ciudades tienen un elevado 

consumo de energía eléctrica. En ingeniería ambiental se 

analizan estos tipos de datos con el propósito de estudiar su 

impacto en el medio ambiente. ¿Cómo podría usarse la 

integración numérica para calcular el consumo total de 

energía eléctrica en un horario nocturno en el condado de 

san Diego? (Vea sección 4.4). Fotografía: Wallhere  

 

 

Integral definida aproximada por trapecios y una derivada en un punto, 
aproximada a partir de dos puntos.    

108



 

  

 

CAPÍTULO 4  

INTEGRACIÓN Y DIFERENCIACIÓN NUMÉRICA 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑝𝑝(𝑥𝑥) 𝑛𝑛  

 

4.1. Solución numérica de una 
integral definida.  

4.2. Integración numérica: 
Fórmula de integración de 
Newton-Cotes. 

4.3. Derivación numérica: 
Fórmula de Taylor y 
diferencias finitas dividas.      
 
4.4. Ejercicio de aplicación: 
Cálculo de consumo de energía 
eléctrica en un horario 
nocturno.  
 
4.5. Ejercicios propuestos. 
 
4.6. Proyecto para grupo: 
Hidrogeometría de una 
corriente     
 

Vista nocturna del condado de San Diego, Estados Unidos. El 

consumo global de electricidad (que había retrocedido un 

0,7 % en 2020 por la crisis de la COVID-199) creció un 5,5 % 

en 2021, lo que se traduce en un 4,8 % más por encima de 

su nivel de 2019. Las grandes ciudades tienen un elevado 

consumo de energía eléctrica. En ingeniería ambiental se 

analizan estos tipos de datos con el propósito de estudiar su 

impacto en el medio ambiente. ¿Cómo podría usarse la 

integración numérica para calcular el consumo total de 

energía eléctrica en un horario nocturno en el condado de 

san Diego? (Vea sección 4.4). Fotografía: Wallhere  

 

 

Integral definida aproximada por trapecios y una derivada en un punto, 
aproximada a partir de dos puntos.    

Capítulo 4.   Integración y Diferenciación Numérica 

 

  

4.1 Solución numérica de una integral definida 

 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) [𝑎𝑎, 𝑏𝑏],

𝑓𝑓 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏 área bajo la curva 

𝐴𝐴 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑.
𝑏𝑏

𝑎𝑎
                                                           (4.1)

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
exactos

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥

𝑥𝑥 𝑥𝑥 = 1 2⁄ 𝑥𝑥 = 2

FIGURA 4.1. Área bajo la curva   
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Capítulo 4.   Integración y Diferenciación Numérica 

 

  

antiderivada 𝐹𝐹  𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

FIGURA 4.2. Desarrollo del cálculo de la integral definida.  

FIGURA 4.3. Integrales definidas que no admiten antiderivadas fundamentales.  
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4.2 Integración numérica: Fórmula de integración de Newton-Cotes 

𝐴𝐴 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 ≅ ∫ 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑎𝑎
  con  𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛      (4.2)

𝑛𝑛

FIGURA 4.4. Aproximación de la integral mediante el área bajo la curva: Una línea horizontal, una línea 
recta y una parábola.  
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𝑛𝑛

4.2.1 Regla de punto medio 

 
𝑓𝑓 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 ≈ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛 ∑ 𝑓𝑓(𝑥̅𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
                                              

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 (4.3)

FIGURA 4.5. Aproximación de la integral mediante el área bajo la curva: dos, tres y cuatro. 
segmentos 
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𝑥̅𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥0 + (2𝑖𝑖 − 1) 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
2𝑛𝑛 , 𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎      e      𝑖𝑖 = 1,2,3, . 𝑛𝑛.             (4.4)

𝑖𝑖 = 1
𝑛𝑛 ∆𝑥𝑥 = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 𝑛𝑛⁄ 𝑓𝑓(𝑥̅𝑥𝑖𝑖) 𝑥̅𝑥𝑖𝑖

𝜀𝜀𝑎𝑎%

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)3

24𝑛𝑛2 |𝑓𝑓̅′′|100%,       𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏                                (4.5)

𝑓𝑓′′̅̅ ̅

teorema de valor de medio

FIGURA 4.6. Geometría de la regla del punto medio. 
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𝑛𝑛 𝑛𝑛

Ejemplo 4.1 Basurología  

El “Proyecto basura” nace como disciplina académica en 1973 en la Universidad 

 

Paso I

     𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2 (2𝜎𝜎2)⁄

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑋𝑋
𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝜇𝜇 = 9.4lb = (47 5⁄ )lb 𝜎𝜎 = 4.2lb = (21 5⁄ )lb

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≥ 10) = ∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

10

 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≥ 10) = ∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑

25

10
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[10 , 25]
regla de 

punto medio 𝑛𝑛 = 6
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Paso II 𝑥̅𝑥𝑖𝑖 𝑓𝑓

𝑖𝑖 = 1 ⇒    𝑥̅𝑥1 = 10 + [2(1) − 1] 25 − 10
2(6)

= 11.25                              
   ⇒    𝑓𝑓(𝑥̅𝑥1 = 11.25) = 5

21√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−25(11.25−47

5 )
2

882⁄

          = 0.0862                 
 

𝑖𝑖 = 2 ⇒    𝑥̅𝑥2 = 10 + [2(2) − 1] 25 − 10
2(6)

= 13.75                              
   ⇒    𝑓𝑓(𝑥̅𝑥2 = 13.75) = 5

21√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−25(13.75−47

5 )
2

882⁄

          = 0.0556                 

𝑖𝑖 = 3 ⇒    𝑥̅𝑥3 = 10 + [2(3) − 1] 25 − 10
2(6)

= 16.25                              
   ⇒    𝑓𝑓(𝑥̅𝑥3 = 16.25) = 5

21√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−25(16.25−47

5 )
2

882⁄

           = 0.0251                 

𝑖𝑖 = 4 ⇒    𝑥̅𝑥4 = 10 + [2(4) − 1] 25 − 10
2(6)

= 18.75                              
   ⇒    𝑓𝑓(𝑥̅𝑥4 = 18.75) = 5

21√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−25(18.75−47

5 )
2

882⁄

          = 0.0080                 
 

FIGURA 4.7. Gráfica de la Distribución normal con 𝝁𝝁 = (𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟓𝟓⁄ )𝐥𝐥𝐥𝐥  y 𝝈𝝈 = (𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟓𝟓⁄ )𝐥𝐥𝐥𝐥 en una hoja de cálculo Excel. 
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𝑖𝑖 = 5 ⇒    𝑥̅𝑥5 = 10 + [2(5) − 1]
25 − 10
2(6)

= 21.25                              
   ⇒    𝑓𝑓(𝑥̅𝑥5 = 21.25) =

5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(21.25−
47
5 )

2
882⁄

          = 0.0018                 

𝑖𝑖 = 6 ⇒    𝑥̅𝑥6 = 10 + [2(6) − 1]
25 − 10
2(6)

= 23.75                              
   ⇒    𝑓𝑓(𝑥̅𝑥6 = 23.75) =

5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(23.75−
47
5 )

2
882⁄

        = 0.003                 

Paso III: 𝑥̅𝑥𝑖𝑖 𝑓𝑓(𝑥̅𝑥𝑖𝑖)

 

 

Paso IV:

∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−
47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 25 − 106

25

10

∑ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥̅𝑥𝑖𝑖−
47
5 )

2
882⁄

⏟              
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

6

𝑖𝑖=1

                                                 = 52 [0.0862⏟    
𝑓𝑓(𝑥̅𝑥1)

+ 0.0556⏟    
𝑓𝑓(𝑥̅𝑥2)

+ 0.0251⏟    
𝑓𝑓(𝑥̅𝑥3)

+ 0.0080⏟    
𝑓𝑓(𝑥̅𝑥4)

+ 0.0018⏟    
𝑓𝑓(𝑥̅𝑥5)

+ 0.0003⏟    
𝑓𝑓(𝑥̅𝑥6)

]

 = 0.4423                                                     

Paso V: 𝑓𝑓′′ [10 , 25]

FIGURA 4.8. Cálculo de área empleando la regla de punto medio con 𝒏𝒏 = 𝟔𝟔 en una hoja de cálculo Excel.  
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𝑓𝑓̅′′ = 1
25 − 10 ∫ 125 (25𝑥𝑥2 − 470𝑥𝑥 + 1768)

4084101√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47

5 )
2

882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0.0002
25

10

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(25 − 10)3

24(6)2 |0.0002| 100% = 0.08%

 
4.2.2 Regla de los trapecios 

   
𝑓𝑓 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]

 

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 ≈ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
2𝑛𝑛 [𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 2 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1
+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)]                          

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 (4.6) 

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥0 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
𝑛𝑛 ) 𝑖𝑖   con   𝑖𝑖 = 0,1,2,3, ⋯ 𝑛𝑛   y  𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎                        (4.7)

𝑖𝑖 = 1 𝑛𝑛
∆𝑥𝑥 = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 𝑛𝑛⁄ [𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)] 2⁄
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𝜀𝜀𝑎𝑎%

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)3

12𝑛𝑛2 |𝑓𝑓̅′′|100%,       𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏                               (4.8)

𝑛𝑛

Ejemplo 4.2 Basurología  

𝑛𝑛 = 6
 

Paso I

 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≥ 10) = ∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑

25

10
  ,    10 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 25 

FIGURA 4.9. Geometría de la regla del trapecio. 
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𝜀𝜀𝑎𝑎%

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)3

12𝑛𝑛2 |𝑓𝑓̅′′|100%,       𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏                               (4.8)

𝑛𝑛

Ejemplo 4.2 Basurología  

𝑛𝑛 = 6
 

Paso I

 

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≥ 10) = ∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑

25

10
  ,    10 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 25 

FIGURA 4.9. Geometría de la regla del trapecio. 
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Paso II 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑓𝑓

𝑖𝑖 = 0 ⇒    𝑥𝑥0 = 10 +
(25 − 10)

6 (0)
= 10.00                    

   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥0 = 10.00) = 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(10.00−47
5 )

2
882⁄

          = 0.0940                 
 

𝑖𝑖 = 1 ⇒    𝑥𝑥1 = 10 +
(25 − 10)

6 (1)
= 12.50                    

   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥1 = 12.50) = 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(12.50−47
5 )

2
882⁄

          = 0.0723                 

𝑖𝑖 = 2 ⇒    𝑥𝑥2 = 10 +
(25 − 10)

6 (2)
= 15.00                    

   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥2 = 15.00) = 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(15.00−47
5 )

2
882⁄

          = 0.0391                 

𝑖𝑖 = 3 ⇒    𝑥𝑥3 = 10 +
(25 − 10)

6 (3)
= 17.50                    

   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥3 = 17.50) = 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(17.50−47
5 )

2
882⁄

           = 0.0148                 

𝑖𝑖 = 4 ⇒    𝑥𝑥4 = 10 +
(25 − 10)

6 (4)
= 20.00                    

   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥4 = 20.00) = 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(20.00−47
5 )

2
882⁄

          = 0.0039                 

𝑖𝑖 = 5 ⇒    𝑥𝑥5 = 10 +
(25 − 10)

6 (5)
= 22.50                    

   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥5 = 22.50) = 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(22.50−47
5 )

2
882⁄

          = 0.0007                 

𝑖𝑖 = 6 ⇒    𝑥𝑥6 = 10 +
(25 − 10)

6 (6)
= 25.00                    

   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥6 = 25.00) = 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(25.00−47
5 )

2
882⁄

          = 0.0001                 

FIGURA 4.10. Cálculo de área empleando la regla del trapecio con 𝒏𝒏 = 𝟔𝟔 en una hoja de cálculo Excel. 
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Paso III: 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

Paso IV:

∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−
47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 25 − 10(2)(6) [

5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(10.00−
47
5 )

2
882⁄

⏟                
𝑓𝑓(𝑥𝑥0=10)

25

10

+

 2∑ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥𝑖𝑖−
47
5 )

2
882⁄

⏟              
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

+ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(25−
47
5 )

2
882⁄

⏟              
𝑓𝑓(𝑥𝑥6=25)

]
6−1

𝑖𝑖=1

= 54 [0.0940⏟    
𝑓𝑓(10)

+ 2(0.0723⏟    
𝑓𝑓(12.5)

+ 0.0391⏟    
𝑓𝑓(15)

+ 0.0148⏟    
𝑓𝑓(17.5)

+ 0.0039⏟    
𝑓𝑓(20)

+ 0.0007⏟    
𝑓𝑓(22.5)

)

+0.0001⏟    
𝑓𝑓(25)

]

 ∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−
47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

25

10

0.4448

Paso V: 𝑓𝑓′′ [10 , 25]

𝑓𝑓̅′′ = 1
25 − 10 ∫

125 (25𝑥𝑥2 − 470𝑥𝑥 + 1768)
4084101√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−
47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0.0002

25

10

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(25 − 10)3
12(6)2 |0.0002| 100% = 0.161%

120



Capítulo 4.   Integración y Diferenciación Numérica 

 

  

Paso III: 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

Paso IV:

∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−
47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 25 − 10(2)(6) [

5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(10.00−
47
5 )

2
882⁄

⏟                
𝑓𝑓(𝑥𝑥0=10)

25

10

+

 2∑ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥𝑖𝑖−
47
5 )

2
882⁄

⏟              
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

+ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(25−
47
5 )

2
882⁄

⏟              
𝑓𝑓(𝑥𝑥6=25)

]
6−1

𝑖𝑖=1

= 54 [0.0940⏟    
𝑓𝑓(10)

+ 2(0.0723⏟    
𝑓𝑓(12.5)

+ 0.0391⏟    
𝑓𝑓(15)

+ 0.0148⏟    
𝑓𝑓(17.5)

+ 0.0039⏟    
𝑓𝑓(20)

+ 0.0007⏟    
𝑓𝑓(22.5)

)

+0.0001⏟    
𝑓𝑓(25)

]

 ∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−
47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

25

10

0.4448

Paso V: 𝑓𝑓′′ [10 , 25]

𝑓𝑓̅′′ = 1
25 − 10 ∫

125 (25𝑥𝑥2 − 470𝑥𝑥 + 1768)
4084101√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−
47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0.0002

25

10

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(25 − 10)3
12(6)2 |0.0002| 100% = 0.161%
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4.2.3 Regla Simpson 1/3 

𝑓𝑓 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 𝑛𝑛

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 ≈ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
3𝑛𝑛 [𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 4 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=1,3,5
+ 2 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−2

𝑖𝑖=2,4,6
+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)]            (4.9)  

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥𝑥

𝑎𝑎 = 𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 < 𝑥𝑥3 < 𝑥𝑥4 < ⋯ < 𝑥𝑥𝑛𝑛−2 < 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏                  (4.10)
         [𝑥𝑥0, 𝑥𝑥2]       [𝑥𝑥2, 𝑥𝑥4]                       [𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑛𝑛]           

𝜀𝜀𝑎𝑎%

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)5

180𝑛𝑛4 |𝑓𝑓̅(4)|100%,       𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏.                              (4.11)

𝑛𝑛

121



Capítulo 4.   Integración y Diferenciación Numérica 

 

  

ver Ap. C)

Ejemplo 4.3 Basurología  

𝑛𝑛 = 6
 

Paso I

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≥ 10) = ∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑

25

10
  ,    10 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 25 

 

Paso II 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑓𝑓

𝑖𝑖 = 0 ⇒    𝑥𝑥0 = 10.00   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥0 = 10.00) = 0.0940 

𝑖𝑖 = 1 ⇒    𝑥𝑥1 = 12.50   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥1 = 12.50) = 0.0723

𝑖𝑖 = 2 ⇒    𝑥𝑥2 = 15.00   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥2 = 15.00) = 0.0391

FIGURA 4.11. Descripción gráfica de la Regla de Simpson 1/3.   
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ver Ap. C)

Ejemplo 4.3 Basurología  

𝑛𝑛 = 6
 

Paso I

𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≥ 10) = ∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑

25

10
  ,    10 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 25 

 

Paso II 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑓𝑓

𝑖𝑖 = 0 ⇒    𝑥𝑥0 = 10.00   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥0 = 10.00) = 0.0940 

𝑖𝑖 = 1 ⇒    𝑥𝑥1 = 12.50   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥1 = 12.50) = 0.0723

𝑖𝑖 = 2 ⇒    𝑥𝑥2 = 15.00   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥2 = 15.00) = 0.0391

FIGURA 4.11. Descripción gráfica de la Regla de Simpson 1/3.   
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𝑖𝑖 = 3 ⇒    𝑥𝑥3 = 17.50   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥3 = 17.50) = 0.0148

𝑖𝑖 = 4 ⇒    𝑥𝑥4 = 20.00   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥4 = 20.00) = 0.0039

𝑖𝑖 = 5 ⇒    𝑥𝑥5 = 22.50   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥5 = 22.50) = 0.0007

𝑖𝑖 = 6 ⇒    𝑥𝑥6 = 25.00   ⇒    𝑓𝑓(𝑥𝑥6 = 25.00) = 0.0001

Paso III: 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

 

Paso IV:

∫ 5
21√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−
47
5 )

2
882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 25 − 10(3)(6) [0.0940⏟    

𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
+ 4(0.0723⏟    

𝑓𝑓(𝑥𝑥1)
+ 0.0148⏟    

𝑓𝑓(𝑥𝑥3)
+ 0.0723⏟    

𝑓𝑓(𝑥𝑥5)
⏞                  

Suma,   xi impar

)
25

10

+

                                    2 (0.0391⏟    
𝑓𝑓(𝑥𝑥2)

+ 0.0039⏟    
𝑓𝑓(𝑥𝑥4)

⏞          
Suma,   xi par

) + 0.0001⏟    
𝑓𝑓(𝑥𝑥6)

]

                                                       = 0.4429   

FIGURA 4.12. Cálculo de área empleando la regla de Simpson 1/3 con 𝒏𝒏 = 𝟔𝟔. 
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Paso V: 𝑓𝑓̅(4) [10 , 25]

𝑓𝑓̅(4) = 1
25 − 10 ∫ 31250 (125𝑥𝑥4 − 4700𝑥𝑥3 + 53040𝑥𝑥2 − 166568𝑥𝑥 − 76378)

1588560093162√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47

5 )
2

882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑
25

10

= −0.00003

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(25 − 10)5

180(6)4 |−0.00003| 100% = 0.013%

 

4.3 Derivación numérica: Fórmula de Taylor y diferencias finitas 

divididas 

 
𝑓𝑓 𝑛𝑛 + 1

𝑎𝑎 𝑥𝑥 𝑥𝑥

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎) + 𝑓𝑓′(𝑎𝑎)(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) + 𝑓𝑓′′(𝑎𝑎)
2! (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + ⋯ + 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑎𝑎)

𝑛𝑛! (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝑛𝑛 + 𝑅𝑅𝑛𝑛    (4.12)

𝑅𝑅𝑛𝑛

𝑅𝑅𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛+1)(𝜉𝜉)
(𝑛𝑛 + 1)! (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝑛𝑛+1                                           (4.13)

serie de Taylor o fórmula de Taylor 

forma de Lagrange 𝜉𝜉
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Paso V: 𝑓𝑓̅(4) [10 , 25]

𝑓𝑓̅(4) = 1
25 − 10 ∫ 31250 (125𝑥𝑥4 − 4700𝑥𝑥3 + 53040𝑥𝑥2 − 166568𝑥𝑥 − 76378)

1588560093162√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−25(𝑥𝑥−47

5 )
2

882⁄ 𝑑𝑑𝑑𝑑
25

10

= −0.00003

𝜀𝜀𝑎𝑎% =
(25 − 10)5

180(6)4 |−0.00003| 100% = 0.013%

 

4.3 Derivación numérica: Fórmula de Taylor y diferencias finitas 

divididas 

 
𝑓𝑓 𝑛𝑛 + 1

𝑎𝑎 𝑥𝑥 𝑥𝑥

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎) + 𝑓𝑓′(𝑎𝑎)(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) + 𝑓𝑓′′(𝑎𝑎)
2! (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + ⋯ + 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑎𝑎)

𝑛𝑛! (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝑛𝑛 + 𝑅𝑅𝑛𝑛    (4.12)

𝑅𝑅𝑛𝑛

𝑅𝑅𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛+1)(𝜉𝜉)
(𝑛𝑛 + 1)! (𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)𝑛𝑛+1                                           (4.13)

serie de Taylor o fórmula de Taylor 

forma de Lagrange 𝜉𝜉

Capítulo 4.   Integración y Diferenciación Numérica 

 

  

𝑥𝑥 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖+1

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖)ℎ + 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖)
2! ℎ2 + ⋯ + 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛! ℎ𝑛𝑛 + 𝑅𝑅𝑛𝑛.                (4.14)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝑂𝑂(𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
ℎ + 𝑂𝑂(ℎ)               (4.15)

𝑂𝑂(ℎ)) 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
ℎ = 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖

diferencia 

hacia adelante 𝑖𝑖 𝑖𝑖 + 1

𝑥𝑥𝑖𝑖 diferencia a hacia atrás 𝑥𝑥𝑖𝑖−1

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
ℎ + 𝑂𝑂(ℎ)                                             (4.16)
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𝑥𝑥𝑖𝑖 diferencia centrada 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 𝑥𝑥𝑖𝑖+1

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
2ℎ + 𝑂𝑂(ℎ2)                                      (4.17)

𝑅𝑅𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛+1)(𝜉𝜉)
(𝑛𝑛 + 1)! ℎ𝑛𝑛+1 = 𝑂𝑂(ℎ𝑛𝑛+1)                                         (4.18)

𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 𝜉𝜉 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖+1

𝜉𝜉
𝑂𝑂(ℎ𝑛𝑛+1)

ℎ𝑛𝑛+1 ℎ (𝑛𝑛 + 1)

FIGURA 4.13. Gráficas de aproximaciones con diferencias finitas de la primera derivada: hacia adelante, hacia 
atrás y centrada.  
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𝑥𝑥𝑖𝑖 diferencia centrada 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 𝑥𝑥𝑖𝑖+1

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
2ℎ + 𝑂𝑂(ℎ2)                                      (4.17)

𝑅𝑅𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛+1)(𝜉𝜉)
(𝑛𝑛 + 1)! ℎ𝑛𝑛+1 = 𝑂𝑂(ℎ𝑛𝑛+1)                                         (4.18)

𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 𝜉𝜉 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖+1

𝜉𝜉
𝑂𝑂(ℎ𝑛𝑛+1)

ℎ𝑛𝑛+1 ℎ (𝑛𝑛 + 1)

FIGURA 4.13. Gráficas de aproximaciones con diferencias finitas de la primera derivada: hacia adelante, hacia 
atrás y centrada.  

Capítulo 4.   Integración y Diferenciación Numérica 

 

  

ℎ → 0 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 𝑥𝑥𝑖𝑖

4.3.1 Fórmulas de diferenciación de orden superior hacia adelante, hacia 

atrás y centrada  

• 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
ℎ + 𝑂𝑂(ℎ)                                                                                          (4.19)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 4𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
2ℎ + 𝑂𝑂(ℎ2)                                                               (4.20)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ)                                                                   (4.21)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+3) + 4𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 5𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) + 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ2)                                    (4.22)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+3) − 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) + 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
ℎ3 + 𝑂𝑂(ℎ)                                           (4.23)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = −3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+4) + 14𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+3) − 24𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) + 18𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 5𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
2ℎ3 + 𝑂𝑂(ℎ2)   (4.24)

• 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
ℎ + 𝑂𝑂(ℎ)                                                                                          (4.25)
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𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 4𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
2ℎ + 𝑂𝑂(ℎ2)                                                               (4.26)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ)                                                                   (4.27)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 5𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 4𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−3)
ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ2)                                       (4.28)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−3)
ℎ3 + 𝑂𝑂(ℎ)                                           (4.29)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 5𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 18𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 24𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2) − 14𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−3) + 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−4)
2ℎ3 + 𝑂𝑂(ℎ2)      (4.30)

• 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
2ℎ + 𝑂𝑂(ℎ2)                                                                                   (4.31)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) + 8𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 8𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
12ℎ + 𝑂𝑂(ℎ4)                                   (4.32)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ2)                                                                 (4.33)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) + 16𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 30𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) + 16𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
12ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ4)         (4.34)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) + 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
2ℎ3 + 𝑂𝑂(ℎ2)                                     (4.35)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+3) + 8𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 13𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) + 13𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) − 8𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−3)
8ℎ3  

+𝑂𝑂(ℎ4)(4.36)
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𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 4𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
2ℎ + 𝑂𝑂(ℎ2)                                                               (4.26)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ)                                                                   (4.27)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 5𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 4𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−3)
ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ2)                                       (4.28)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−3)
ℎ3 + 𝑂𝑂(ℎ)                                           (4.29)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 5𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 18𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 24𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2) − 14𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−3) + 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−4)
2ℎ3 + 𝑂𝑂(ℎ2)      (4.30)

• 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
2ℎ + 𝑂𝑂(ℎ2)                                                                                   (4.31)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) + 8𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 8𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
12ℎ + 𝑂𝑂(ℎ4)                                   (4.32)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ2)                                                                 (4.33)

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) + 16𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 30𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) + 16𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
12ℎ2 + 𝑂𝑂(ℎ4)         (4.34)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) + 2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2)
2ℎ3 + 𝑂𝑂(ℎ2)                                     (4.35)

𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+3) + 8𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 13𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) + 13𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) − 8𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−2) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−3)
8ℎ3  

+𝑂𝑂(ℎ4)(4.36)
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Ejemplo 4.4 Concentración de un contaminante en el fondo de un lago.  

Flujo de masa = −𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

(g cm2 s⁄ ) 𝐷𝐷 (cm2/s) 𝑐𝑐 𝑥𝑥
(cm)

𝑥𝑥 = 0

𝑥𝑥(cm)
𝑐𝑐(106  g cm3⁄ )

𝑥𝑥 = 0.

(𝐷𝐷 =
1.52x10−6 cm2 s⁄ ) 3.6𝑥𝑥106 m2

 

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐

𝑥𝑥
y

ℎ = 1.5
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Paso II 𝑥𝑥 = 0.

    𝑥𝑥𝑖𝑖 = 0                           𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 0.06
𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 1.5                   𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 0.42
𝑥𝑥𝑖𝑖+2 = 3                      𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) = 0.6 

 

𝑂𝑂(ℎ2)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 4𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
2ℎ = 4(0.42) − 0.6 − 3(0.06)

2(1.5) = 0.3

                   ∴ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥 = 0) = 0.3

𝑐𝑐′(𝑥𝑥 = 0) = 3𝑥𝑥10−7 gr cm4⁄

Paso III 𝐷𝐷 =
1.52x10−6 cm2 s⁄ .

Flujo de masa = −𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −(1.52x10−6 cm2 s⁄ ) ∙ (3𝑥𝑥10−7 gr cm4⁄ ) 

FIGURA 4.14. Concentración vs profundidad en la interfase sedimento-agua.    
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Paso II 𝑥𝑥 = 0.

    𝑥𝑥𝑖𝑖 = 0                           𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 0.06
𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 1.5                   𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 0.42
𝑥𝑥𝑖𝑖+2 = 3                      𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) = 0.6 

 

𝑂𝑂(ℎ2)

𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 4𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖+2) − 3𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
2ℎ = 4(0.42) − 0.6 − 3(0.06)

2(1.5) = 0.3

                   ∴ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥 = 0) = 0.3

𝑐𝑐′(𝑥𝑥 = 0) = 3𝑥𝑥10−7 gr cm4⁄

Paso III 𝐷𝐷 =
1.52x10−6 cm2 s⁄ .

Flujo de masa = −𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −(1.52x10−6 cm2 s⁄ ) ∙ (3𝑥𝑥10−7 gr cm4⁄ ) 

FIGURA 4.14. Concentración vs profundidad en la interfase sedimento-agua.    
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Flujo de masa = −4.56𝑥𝑥10−13 gr cm2 s⁄   

 

Paso IV:

3.6𝑥𝑥106 m2

3.6𝑥𝑥106 m2 = 3.6𝑥𝑥106 m2 104cm2

m2 = 3.6𝑥𝑥1010cm2

1año = 3.154𝑥𝑥107s

cantidad de contaminante = |Flujo de masa|  ∙ (área de sedimento)
                                 = 4.56𝑥𝑥10−13 gr cm2 s ∙ (3.6𝑥𝑥1010cm2)⁄

= 1.64𝑥𝑥10−2 gr s⁄          

cantidad de contaminante = 1.64𝑥𝑥10−2 gr s⁄ ∙ (3.154𝑥𝑥107s 1 año⁄ )
   = 5.18𝑥𝑥105 gr año⁄           

518 kg/
año

 

4.4 Ejercicio de aplicación: Cálculo de consumo de energía eléctrica 

en un horario nocturno 
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Ejemplo 4.5 Consumo de energía en el condado de San Diego en una 

madrugada  

𝑡𝑡0 = 12: 00 a. m. = 0: 00 = 0 h,

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝 𝑝𝑝 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄
𝑈𝑈,

𝑈𝑈 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
6

0

𝑈𝑈
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Ejemplo 4.5 Consumo de energía en el condado de San Diego en una 

madrugada  

𝑡𝑡0 = 12: 00 a. m. = 0: 00 = 0 h,

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝 𝑝𝑝 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄
𝑈𝑈,

𝑈𝑈 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
6

0

𝑈𝑈
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𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 𝑦𝑦

FIGURA 4.15. Personificación de hoja de cálculo y función tabulada.  

FIGURA 4.16. Cálculo de integral por la regla del trapecio y su error estimado.  

133



Capítulo 4.   Integración y Diferenciación Numérica 

 

  

𝑥𝑥 𝑦𝑦

FIGURA 4.17. Cálculo numérico de la regla del trapecio en Excel.  
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𝑥𝑥 𝑦𝑦

FIGURA 4.17. Cálculo numérico de la regla del trapecio en Excel.  
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4.5 Ejercicios propuestos  

▪ 

▪ 

▪ 

 

 

 

𝑥𝑥
𝜇𝜇 = 81 m3 s⁄ 𝜎𝜎 = 23 m3 s⁄

𝑄𝑄max = 91 m3 s⁄
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𝑇𝑇 = 1 [1 − ∫ 1
𝛼𝛼

𝑄𝑄max

0
𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝛽𝛽) 𝛼𝛼⁄ ) −𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝛽𝛽) 𝛼𝛼⁄ )𝑑𝑑𝑑𝑑]⁄   ;    𝜎𝜎2 = 1.645𝛼𝛼2

        𝜇𝜇 = 𝛽𝛽 + 0.577𝛼𝛼 

probabilidad de excedencia densidad de 

probabilidad de Gumbel

 

 

𝑇𝑇 = 1/ [1 − 𝑒𝑒−𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝛽𝛽) 𝛼𝛼⁄ )] 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2𝜋𝜋𝜎𝜎

𝑥𝑥−1𝑒𝑒−(ln 𝑥𝑥−𝜇𝜇)2 2𝜎𝜎2⁄  ;   𝑥𝑥 > 0 , 𝜎𝜎 > 0

𝜇𝜇 = 𝜎𝜎 =

(Pa)

(g)
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𝑇𝑇 = 1 [1 − ∫ 1
𝛼𝛼

𝑄𝑄max

0
𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝛽𝛽) 𝛼𝛼⁄ ) −𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝛽𝛽) 𝛼𝛼⁄ )𝑑𝑑𝑑𝑑]⁄   ;    𝜎𝜎2 = 1.645𝛼𝛼2

        𝜇𝜇 = 𝛽𝛽 + 0.577𝛼𝛼 

probabilidad de excedencia densidad de 

probabilidad de Gumbel

 

 

𝑇𝑇 = 1/ [1 − 𝑒𝑒−𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝛽𝛽) 𝛼𝛼⁄ )] 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2𝜋𝜋𝜎𝜎

𝑥𝑥−1𝑒𝑒−(ln 𝑥𝑥−𝜇𝜇)2 2𝜎𝜎2⁄  ;   𝑥𝑥 > 0 , 𝜎𝜎 > 0

𝜇𝜇 = 𝜎𝜎 =

(Pa)

(g)
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Ln(resistencia)
μ σ

𝑎𝑎max

𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 1 − ∫ 1
𝜎𝜎√2𝜋𝜋

𝑥𝑥−1𝑒𝑒−(ln 𝑥𝑥−𝜇𝜇)2 2𝜎𝜎2⁄
𝑎𝑎max

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(m3)

(m3/s)

(m3/s)

 

𝜀𝜀𝑎𝑎%

 

Sugerencia

teledetección ambiental

6.21𝑥𝑥10−7

 mi
3

𝜀𝜀𝑎𝑎%

 

𝜀𝜀𝑎𝑎%
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𝐴𝐴𝑠𝑠 (m2)

𝐴𝐴𝑠𝑠(𝑧𝑧) = − 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑧𝑧)

𝑉𝑉 = (m3) 𝑧𝑧 = (m)
(g m3⁄ )

𝑐𝑐̅ = 1
𝐴𝐴 ∫ 𝑐𝑐(𝑧𝑧)𝐴𝐴𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑍𝑍

0
   ,    𝐴𝐴 = ∫ 𝐴𝐴𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑍𝑍

0

𝑍𝑍 = (m)

z, m
V, 106m3

c, g m3⁄

FIGURA 4.18. Mancha de petróleo sobre el mar. 

gobierno peruano como “el pe
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𝐴𝐴𝑠𝑠 (m2)

𝐴𝐴𝑠𝑠(𝑧𝑧) = − 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑧𝑧)

𝑉𝑉 = (m3) 𝑧𝑧 = (m)
(g m3⁄ )

𝑐𝑐̅ = 1
𝐴𝐴 ∫ 𝑐𝑐(𝑧𝑧)𝐴𝐴𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑍𝑍

0
   ,    𝐴𝐴 = ∫ 𝐴𝐴𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑍𝑍

0

𝑍𝑍 = (m)

z, m
V, 106m3

c, g m3⁄

FIGURA 4.18. Mancha de petróleo sobre el mar. 

gobierno peruano como “el pe
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7.- 

𝑄𝑄
. 

 

𝑉𝑉 = ∫ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑡𝑡𝑓𝑓

𝑡𝑡𝑖𝑖

    (L) 

 

 L

𝜀𝜀𝑎𝑎%

 L

𝜀𝜀𝑎𝑎%

 

FIGURA 4.19. Flujo de distribución de aguas residuales durante 22 horas.  
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𝐼𝐼(𝜆𝜆, 𝑇𝑇)  = 2𝜋𝜋ℎ𝑐𝑐2

𝜆𝜆5(𝑒𝑒ℎ𝑐𝑐 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆⁄ − 1)      W m3⁄

𝐼𝐼(𝜆𝜆, 𝑇𝑇) =
𝑇𝑇 𝜆𝜆 (m) ℎ =

6.62𝑥𝑥10−34 J. s 𝑘𝑘 = 1.38𝑥𝑥10−23  J K⁄
𝑐𝑐 = 3.0𝑥𝑥108 m/s

𝜆𝜆1 𝜆𝜆2

𝑅𝑅(𝜆𝜆, 𝑇𝑇) = ∫ 𝐼𝐼(𝜆𝜆, 𝑇𝑇)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜆𝜆2

𝜆𝜆1

      W m2⁄

ultravioleta, 

visible y el infrarrojo cercano

 𝑛𝑛 = 20 
 

 

𝑅𝑅(𝑇𝑇) = 𝜎𝜎𝑇𝑇4 

𝜎𝜎 = 5.67x 10−8W m2K4⁄

 

9.- 

epilimnion
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𝐼𝐼(𝜆𝜆, 𝑇𝑇)  = 2𝜋𝜋ℎ𝑐𝑐2

𝜆𝜆5(𝑒𝑒ℎ𝑐𝑐 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆⁄ − 1)      W m3⁄

𝐼𝐼(𝜆𝜆, 𝑇𝑇) =
𝑇𝑇 𝜆𝜆 (m) ℎ =

6.62𝑥𝑥10−34 J. s 𝑘𝑘 = 1.38𝑥𝑥10−23  J K⁄
𝑐𝑐 = 3.0𝑥𝑥108 m/s

𝜆𝜆1 𝜆𝜆2

𝑅𝑅(𝜆𝜆, 𝑇𝑇) = ∫ 𝐼𝐼(𝜆𝜆, 𝑇𝑇)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜆𝜆2

𝜆𝜆1

      W m2⁄

ultravioleta, 

visible y el infrarrojo cercano

 𝑛𝑛 = 20 
 

 

𝑅𝑅(𝑇𝑇) = 𝜎𝜎𝑇𝑇4 

𝜎𝜎 = 5.67x 10−8W m2K4⁄

 

9.- 

epilimnion
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hipolimnion

𝑇𝑇′′(𝑧𝑧) = 0 |𝑇𝑇′(𝑧𝑧)|

 𝑇𝑇′(𝑧𝑧) 𝑇𝑇′′(𝑧𝑧) = 0
𝑇𝑇(𝑧𝑧) 𝑇𝑇′(𝑧𝑧) 𝑇𝑇′′(𝑧𝑧) = 0

 

 

 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 1 − 𝑒𝑒(𝑥𝑥 𝑥𝑥′⁄ )𝑛𝑛′

FIGURA 4.20. Capas térmicas de un lago durante el verano. 
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𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 𝜇𝜇𝜇𝜇), 𝑥𝑥′ 𝑛𝑛′ 𝑥𝑥′ = 30 μm 𝑛𝑛′ = 1.44.

 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) ℎ = 0.2  
[0, PM10 = 10𝜇𝜇𝜇𝜇]

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹′(𝑥𝑥)
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝐹𝐹(𝑥𝑥).

 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0.
 

𝑆𝑆𝑚𝑚 = 6
𝜌𝜌 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
PM10

𝑑𝑑min

               

𝜌𝜌 = 1 g cm3⁄ 𝑑𝑑min = 1𝜇𝜇𝜇𝜇 PM10 = 10μm
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𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 𝜇𝜇𝜇𝜇), 𝑥𝑥′ 𝑛𝑛′ 𝑥𝑥′ = 30 μm 𝑛𝑛′ = 1.44.

 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) ℎ = 0.2  
[0, PM10 = 10𝜇𝜇𝜇𝜇]

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹′(𝑥𝑥)
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝐹𝐹(𝑥𝑥).

 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0.
 

𝑆𝑆𝑚𝑚 = 6
𝜌𝜌 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
PM10

𝑑𝑑min

               

𝜌𝜌 = 1 g cm3⁄ 𝑑𝑑min = 1𝜇𝜇𝜇𝜇 PM10 = 10μm
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4.6 Proyecto para grupo: Hidrogeometría de una corriente     

𝑦𝑦 𝑓𝑓𝑓𝑓 )  𝑥𝑥 (
𝑓𝑓𝑓𝑓)

𝐴𝐴𝑇𝑇 = ∫ 𝑦𝑦(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐵𝐵

0
    (ft2)

𝐵𝐵 = (ft) 𝑦𝑦 = (ft) 𝑥𝑥 = 
(ft) 𝑄̅𝑄 

𝑄̅𝑄 = ∫ 𝑈̅𝑈(𝑥𝑥)𝑦𝑦(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐵𝐵

0
   (ft3 s⁄ )

FIGURA 4.21. Hidrogeometría de una corriente. 
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𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 𝜇𝜇𝜇𝜇), 𝑥𝑥′ 𝑛𝑛′ 𝑥𝑥′ = 30 μm 𝑛𝑛′ = 1.44.

 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) ℎ = 0.2  
[0, PM10 = 10𝜇𝜇𝜇𝜇]

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹′(𝑥𝑥)
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝐹𝐹(𝑥𝑥).

 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0.
 

𝑆𝑆𝑚𝑚 = 6
𝜌𝜌 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
PM10

𝑑𝑑min

               

𝜌𝜌 = 1 g cm3⁄ 𝑑𝑑min = 1𝜇𝜇𝜇𝜇 PM10 = 10μm
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𝑈̅𝑈 (ft s⁄ ) 𝑄𝑄

• 

• 

 

 𝐴𝐴𝑇𝑇 𝑄̅𝑄
 

 

 

 

FIGURA 4.22. Datos hidrométricos de Boulder Creek 
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𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 𝜇𝜇𝜇𝜇), 𝑥𝑥′ 𝑛𝑛′ 𝑥𝑥′ = 30 μm 𝑛𝑛′ = 1.44.

 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) ℎ = 0.2  
[0, PM10 = 10𝜇𝜇𝜇𝜇]

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹′(𝑥𝑥)
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝐹𝐹(𝑥𝑥).

 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0.
 

𝑆𝑆𝑚𝑚 = 6
𝜌𝜌 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
PM10

𝑑𝑑min

               

𝜌𝜌 = 1 g cm3⁄ 𝑑𝑑min = 1𝜇𝜇𝜇𝜇 PM10 = 10μm

144



Capítulo 4.   Integración y Diferenciación Numérica 

 

  

 

𝑈̅𝑈 (ft s⁄ ) 𝑄𝑄

• 

• 

 

 𝐴𝐴𝑇𝑇 𝑄̅𝑄
 

 

 

 

FIGURA 4.22. Datos hidrométricos de Boulder Creek 

 

  

 

CAPÍTULO 5  

SOLUCIÓN NUMÉRICA DE ECUACIONES 

DIFERENCIALES ORDINARIAS 

 

 

 

5.1. Solución numérica de 
un PVI de primer orden. 

5.2. Método de Runge-
Kutta 

5.3. Sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias.  

5.4. Solución numérica de 
un PVF de segundo orden 
(PVF). 
 
5.5. Ejercicio de aplicación: 
Dinámica de población 
depredador – presa. 
 
5.6. Ejercicios propuestos. 
 
5.7. Proyecto para grupo: 
Dinámica de fluido 
atmosférico.    
 

Los ingenieros ambientales modelan diversos problemas 

que implican ecuaciones diferenciales ordinarias. Uno de 

ellos (ampliamente utilizado) es el modelo llamado 

depredador-presa el cual se utiliza en el estudio de ciclos de 

nutrientes y contaminantes tóxicos en las cadenas 

alimenticias acuáticas y en sistemas de tratamiento 

biológicos. En la sección 6.6 se presenta un modelo simple 

para la dinámica de población depredador - presa conocido 

como modelo de Lotka-Volterra. Fotografía: Bachillerato 

Virtual (Plataforma Educativa).  

 

Problema de valor inicial y problema con valor en la frontera. 
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5.1 Solución numérica de un PVI de primer orden 

 

Resolver:              𝑦𝑦′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)           Sujeto a:        𝑦𝑦(𝑥𝑥0) = 𝑦𝑦0                            (5.1)

𝑦𝑦0 
𝜑𝜑(𝑥𝑥) integral de la ecuación

𝐼𝐼 𝑥𝑥0 curva integral)

(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0)

𝑦𝑦 = 𝜑𝜑(𝑥𝑥)
𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 0   𝜑𝜑(𝑥𝑥)

    𝑦𝑦′ = 𝑥𝑥𝑥𝑥⏟
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

                   ;   𝑦𝑦(0) = 1            solución     𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥2 2⁄⏟        
S.explícita 𝑦𝑦=𝜑𝜑(𝑥𝑥)

                      (5.2)

    𝑦𝑦′ = 2𝑥𝑥(𝑦𝑦 sin𝑦𝑦)−1⏟        
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

   ;   𝑦𝑦(1) = 𝜋𝜋 2⁄       solución      𝑦𝑦 cos𝑦𝑦 − sin 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥2 = 0⏟                
S.implícita 𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦)=0 

   (5.3)

FIGURA 5.1. Curvas integrales.  
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5.1 Solución numérica de un PVI de primer orden 

 

Resolver:              𝑦𝑦′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)           Sujeto a:        𝑦𝑦(𝑥𝑥0) = 𝑦𝑦0                            (5.1)

𝑦𝑦0 
𝜑𝜑(𝑥𝑥) integral de la ecuación

𝐼𝐼 𝑥𝑥0 curva integral)

(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0)

𝑦𝑦 = 𝜑𝜑(𝑥𝑥)
𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 0   𝜑𝜑(𝑥𝑥)

    𝑦𝑦′ = 𝑥𝑥𝑥𝑥⏟
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

                   ;   𝑦𝑦(0) = 1            solución     𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥2 2⁄⏟        
S.explícita 𝑦𝑦=𝜑𝜑(𝑥𝑥)

                      (5.2)

    𝑦𝑦′ = 2𝑥𝑥(𝑦𝑦 sin𝑦𝑦)−1⏟        
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

   ;   𝑦𝑦(1) = 𝜋𝜋 2⁄       solución      𝑦𝑦 cos𝑦𝑦 − sin 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥2 = 0⏟                
S.implícita 𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦)=0 

   (5.3)

FIGURA 5.1. Curvas integrales.  
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𝑦𝑦 𝑥𝑥 
(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0)

(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2), … . , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛) 𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑦𝑦 𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖) (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦(𝑥𝑥1)), (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦(𝑥𝑥2)), … . , (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑛𝑛))

𝑥𝑥

FIGURA 5.2. Solución numérica, método RK4, de  𝒚𝒚′ = 𝒚𝒚𝒆𝒆𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒙𝒙, 𝒚𝒚(𝟎𝟎) = 𝟏𝟏 en [𝟎𝟎, 𝟏𝟏] con 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟏𝟏. 
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solucionadores

numéricos 

𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦𝑒𝑒sin 𝑥𝑥 𝑦𝑦(0) = 1 [0,1]
ℎ = 0.1

 

5.1.1 Método Euler: Aproximación por rectas tangentes 

 

             𝑦𝑦′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), 𝑦𝑦(𝑥𝑥0) = 𝑦𝑦0                                               (5.4)

𝑦𝑦(𝑥𝑥)

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ℎ𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖) ,       𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ     , 𝑖𝑖 = 0,1,2,3, …,                  (5.5)

𝑓𝑓 función pendiente 𝑦𝑦′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑖𝑖 = 0,1,2,3 ….

𝑦𝑦: 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, … rectas tangentes

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ ℎ
𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, … 

𝑦𝑦(𝑥𝑥)  𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 ℎ

redondeo

error de 

truncamiento , local
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solucionadores

numéricos 

𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦𝑒𝑒sin 𝑥𝑥 𝑦𝑦(0) = 1 [0,1]
ℎ = 0.1

 

5.1.1 Método Euler: Aproximación por rectas tangentes 

 

             𝑦𝑦′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), 𝑦𝑦(𝑥𝑥0) = 𝑦𝑦0                                               (5.4)

𝑦𝑦(𝑥𝑥)

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ℎ𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖) ,       𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ     , 𝑖𝑖 = 0,1,2,3, …,                  (5.5)

𝑓𝑓 función pendiente 𝑦𝑦′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝑖𝑖 = 0,1,2,3 ….

𝑦𝑦: 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, … rectas tangentes

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ ℎ
𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, … 

𝑦𝑦(𝑥𝑥)  𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 ℎ

redondeo

error de 

truncamiento , local
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propagado

truncamiento total

𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ℎ𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)⏟        
Fomula de Euler=yi+1

+ 𝑂𝑂(ℎ2)
Error de truncamiento local

                       (5.6)

ℎ𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)

ℎ𝑛𝑛+1 ℎ𝑛𝑛

ℎ

FIGURA 5.3. Aproximación de 𝒚𝒚(𝒙𝒙) por rectas tangentes interpoladas. 
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ℎ,
𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦 cos 𝑥𝑥 𝑦𝑦(0) = 1 [0,4]

FIGURA 5.4. Solución exacta y numérica empleando el método Euler, de  𝒚𝒚´ = 𝒚𝒚 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙, 𝒚𝒚(𝟎𝟎) = 𝟏𝟏 en [𝟎𝟎, 𝟒𝟒] con 𝒉𝒉 =
𝟏𝟏, 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟓𝟓, 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟐𝟐𝟐𝟐 y 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏. 
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ℎ,
𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦 cos 𝑥𝑥 𝑦𝑦(0) = 1 [0,4]

FIGURA 5.4. Solución exacta y numérica empleando el método Euler, de  𝒚𝒚´ = 𝒚𝒚 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒙𝒙, 𝒚𝒚(𝟎𝟎) = 𝟏𝟏 en [𝟎𝟎, 𝟒𝟒] con 𝒉𝒉 =
𝟏𝟏, 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟓𝟓, 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟐𝟐𝟐𝟐 y 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏. 
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Ejemplo 5.1 Ecuación logística y especies en peligro  

ecuación diferencial 

logística

ℎ = 1, 

 
Paso I

𝑝𝑝′(𝑡𝑡) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 (1 − 𝑝𝑝
𝐿𝐿)     , 𝑝𝑝(0) = 𝑃𝑃0

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ = 𝑝𝑝 =
𝑡𝑡 = 𝐿𝐿 =

𝑘𝑘 = 𝑝𝑝0 =
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𝐿𝐿 = 𝑝𝑝0 = 𝑝𝑝(0) = 25 𝑝𝑝 = 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥,

𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 (1 − 𝑦𝑦
200)     , 𝑦𝑦(0) = 25.

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 200
1 + 7𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑦𝑦 = 39 𝑥𝑥 = 2 𝑘𝑘

39 = 200
1 + 7𝑒𝑒−𝑘𝑘(2)     ⇒       𝑘𝑘 = ln √39 23⁄

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 200
1 + 7𝑒𝑒− ln √39 23⁄ 𝑥𝑥

   solución de   𝑦𝑦´ = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦
200) 𝑦𝑦, 𝑦𝑦(0) = 25

Paso II ℎ = 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦
200) 𝑦𝑦 , 𝑥𝑥0 = 0   e   𝑦𝑦0 = 25 

Partiendo 𝑖𝑖 = 0  ,    𝑥𝑥0 = 0   e   𝑦𝑦0 = 25 

𝑥𝑥1
𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 + ℎ

  𝑥𝑥1 = 0 + 1
= 1

𝑥𝑥1 = 1

𝑦𝑦(1) = 200
1 + 7𝑒𝑒− ln √39 23⁄ (1)

          = 31.369  
𝑥𝑥1 = 1
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𝐿𝐿 = 𝑝𝑝0 = 𝑝𝑝(0) = 25 𝑝𝑝 = 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥,

𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 (1 − 𝑦𝑦
200)     , 𝑦𝑦(0) = 25.

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 200
1 + 7𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑦𝑦 = 39 𝑥𝑥 = 2 𝑘𝑘

39 = 200
1 + 7𝑒𝑒−𝑘𝑘(2)     ⇒       𝑘𝑘 = ln √39 23⁄

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 200
1 + 7𝑒𝑒− ln √39 23⁄ 𝑥𝑥

   solución de   𝑦𝑦´ = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦
200) 𝑦𝑦, 𝑦𝑦(0) = 25

Paso II ℎ = 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦
200) 𝑦𝑦 , 𝑥𝑥0 = 0   e   𝑦𝑦0 = 25 

Partiendo 𝑖𝑖 = 0  ,    𝑥𝑥0 = 0   e   𝑦𝑦0 = 25 

𝑥𝑥1
𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 + ℎ

  𝑥𝑥1 = 0 + 1
= 1

𝑥𝑥1 = 1

𝑦𝑦(1) = 200
1 + 7𝑒𝑒− ln √39 23⁄ (1)

          = 31.369  
𝑥𝑥1 = 1

Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

𝑦𝑦0+1 = 𝑦𝑦0 + ℎ [ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦0
200) 𝑦𝑦0]     

       = 25 +  1 [ln √39 23⁄ (1 − 25
200) 25]

𝑦𝑦1 = 30.776                                                  

𝐸𝐸% = |31.369 − 30.776
31.369 | 100%

       = 1.893%

Continuando 𝑖𝑖 = 1  ,    𝑥𝑥1 = 1   e   𝑦𝑦1 = 30.776  

𝑥𝑥2
𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 + ℎ
  𝑥𝑥2 = 1 + 1

= 2

𝑥𝑥2 = 2

𝑦𝑦(2) = 200
1 + 7𝑒𝑒− ln √39 23⁄ (2)

          = 39.000  

𝑥𝑥2 = 2

𝑦𝑦1+1 = 𝑦𝑦1 + ℎ [ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦1
200) 𝑦𝑦1]                      

            = 30.776 + 1 [ln √39 23⁄ (1 − 30.776
250 ) 30.776]

𝑦𝑦2 = 37.651                                                                   

𝐸𝐸% = |39.000 − 37.651
39.00 | 100%

       = 3.459%

Luego 𝑖𝑖 = 2  ,    𝑥𝑥2 = 2   e   𝑦𝑦2 = 37.651  

𝑥𝑥3
𝑥𝑥2+1 = 𝑥𝑥1 + ℎ

  𝑥𝑥3 = 2 + 1
= 3

𝑥𝑥3 = 3

𝑦𝑦(3) = 200
1 + 7𝑒𝑒− ln √39 23⁄ (3)

          = 47.959  

𝑥𝑥3 = 3

𝑦𝑦2+1 = 𝑦𝑦2 + ℎ [ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦2
200) 𝑦𝑦2]                      

            = 37.651 + 1 [ln √39 23⁄ (1 − 37.651
200 ) 37.651]

𝑦𝑦3 = 45.721                                                                   

𝐸𝐸% = |47.959 − 45.721
47.959 | 100%

       = 4.666%

𝑖𝑖 = 20
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Paso III:

[0,12]

𝑥𝑥 = 12

[0.12],
ℎ.

 

5.2 Métodos de Runge-Kutta    

FIGURA 5.5. Comparación de la solución exacta y numérica con el método de Euler en una hoja de cálculo Excel.  
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Paso III:

[0,12]

𝑥𝑥 = 12

[0.12],
ℎ.

 

5.2 Métodos de Runge-Kutta    

FIGURA 5.5. Comparación de la solución exacta y numérica con el método de Euler en una hoja de cálculo Excel.  

Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ℎ (𝑤𝑤1𝑘𝑘1,𝑤𝑤2𝑘𝑘2 + 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑘𝑘𝑛𝑛)⏟              
promedio ponderado

,    𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ     , 𝑖𝑖 = 0,1,2,3,…,      (5.7)

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑘𝑘𝑖𝑖 𝑖𝑖 = 0,1,2,3…𝑛𝑛,
𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 𝑤𝑤𝑖𝑖 (con 𝑖𝑖 = 0,1,2,3…𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑖𝑖 (con 𝑖𝑖 = 0,1,2,3…𝑛𝑛) 𝑓𝑓
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 𝑛𝑛

𝑛𝑛 ( 𝑎𝑎 → 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑥𝑥 → 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 + ℎ

5.2.1 Fórmulas de Runge-Kutta    

• 

𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ℎ𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)⏟        
Fómula de Euler

+ 𝑂𝑂(ℎ2)
E.  Local

  ;    𝑂𝑂(ℎ)
E.  Total

                                                   (5.8)

• 

𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + (𝑘𝑘1 + 𝑘𝑘2) ℎ 2⁄⏟            
Fómula de Euler mejorada

+ 𝑂𝑂(ℎ3)
E.  Local

  ;    𝑂𝑂(ℎ2)
E.  Total

                                      (5.9)

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)       y     𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ, 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1ℎ)                                    (5.10)

• 
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𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + (𝑘𝑘1 + 4𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘3) ℎ 6⁄ + 𝑂𝑂(ℎ4)
E.  Local

  ;    𝑂𝑂(ℎ3)
E.  Total

                           (5.11)

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖),     𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )  y                                        

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑘𝑘1ℎ + 2𝑘𝑘2ℎ)                                                      (5.12)

• 

𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4) ℎ 6⁄ + 𝑂𝑂(ℎ5)
E.  Local

  ;    𝑂𝑂(ℎ4)
E.  Total

            (5.13)

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖),     𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )                                          

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )   y   𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ, 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘3ℎ)      (5.14)

𝑘𝑘 𝑘𝑘1

𝑘𝑘2 𝑘𝑘3 𝑘𝑘

FIGURA 5.6. Comparación de los métodos de RK4 y de Euler. 
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𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + (𝑘𝑘1 + 4𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘3) ℎ 6⁄ + 𝑂𝑂(ℎ4)
E.  Local

  ;    𝑂𝑂(ℎ3)
E.  Total

                           (5.11)

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖),     𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )  y                                        

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑘𝑘1ℎ + 2𝑘𝑘2ℎ)                                                      (5.12)

• 

𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4) ℎ 6⁄ + 𝑂𝑂(ℎ5)
E.  Local

  ;    𝑂𝑂(ℎ4)
E.  Total

            (5.13)

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖),     𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )                                          

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )   y   𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ, 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘3ℎ)      (5.14)

𝑘𝑘 𝑘𝑘1

𝑘𝑘2 𝑘𝑘3 𝑘𝑘

FIGURA 5.6. Comparación de los métodos de RK4 y de Euler. 
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método RK4

ℎ = 0.5 𝑦𝑦′ = 𝑦𝑦 cos 𝑥𝑥 𝑦𝑦(0) = 1
[0,4]

𝑦𝑦(𝑥𝑥)

Ejemplo 5.2 Ecuación logística y especies en peligro  

 
Paso I

 𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦
200) 𝑦𝑦, 𝑦𝑦(0) = 25

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 200
1 + 7𝑒𝑒− ln √39 23⁄ 𝑥𝑥

Paso II ℎ = 1

Partiendo 𝑖𝑖 = 0  ,    𝑥𝑥0 = 0   e   𝑦𝑦0 = 25 

𝑥𝑥1
𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 + ℎ

  𝑥𝑥1 = 0 + 1
= 1

𝑘𝑘1

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0)

      = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦0
200) 𝑦𝑦0 
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      = ln √39 23⁄ (1 − 25
200) 25

      = 5.776
𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ ) = ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )                         

= ln √39 23⁄ [1 − 25 + (5.776)(1) 2⁄
200 ] [25 + (5.776)(1) 2⁄ ]

                                                              = 6.337

𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ ) = ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )                          

= ln √39 23⁄ [1 − 25 + (6.337)(1) 2⁄
200 ] [25 + (6.337)(1) 2⁄ ]

                                                              = 6.390
𝑘𝑘4

          𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ, 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ) = ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ
200 ] (𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ) 

= ln √39 23⁄ [1 − 25 + (6.390)(1)
200 ] [25 + (6.390)(1)]             

= 6.987                                         

𝑥𝑥1 = 1
𝑦𝑦0+1 = 𝑦𝑦0 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄  

= 25 + [5.776 + 2(6.337) + 2(6.390) + 6.987] (1) 6⁄              
𝑦𝑦1 = 31.369                                                  

𝑥𝑥1 = 1 𝑦𝑦(1) = 31.369

𝐸𝐸% = |31.369 − 31.369
31.369 | 100% = 0.000%

Continuado 𝑖𝑖 = 1  ,    𝑥𝑥1 = 1   e   𝑦𝑦1 = 31.369

𝑥𝑥2 𝑘𝑘1
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      = ln √39 23⁄ (1 − 25
200) 25

      = 5.776
𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ ) = ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )                         

= ln √39 23⁄ [1 − 25 + (5.776)(1) 2⁄
200 ] [25 + (5.776)(1) 2⁄ ]

                                                              = 6.337

𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ ) = ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )                          

= ln √39 23⁄ [1 − 25 + (6.337)(1) 2⁄
200 ] [25 + (6.337)(1) 2⁄ ]

                                                              = 6.390
𝑘𝑘4

          𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ, 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ) = ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ
200 ] (𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ) 

= ln √39 23⁄ [1 − 25 + (6.390)(1)
200 ] [25 + (6.390)(1)]             

= 6.987                                         

𝑥𝑥1 = 1
𝑦𝑦0+1 = 𝑦𝑦0 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄  

= 25 + [5.776 + 2(6.337) + 2(6.390) + 6.987] (1) 6⁄              
𝑦𝑦1 = 31.369                                                  

𝑥𝑥1 = 1 𝑦𝑦(1) = 31.369

𝐸𝐸% = |31.369 − 31.369
31.369 | 100% = 0.000%

Continuado 𝑖𝑖 = 1  ,    𝑥𝑥1 = 1   e   𝑦𝑦1 = 31.369

𝑥𝑥2 𝑘𝑘1
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𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 + ℎ
  𝑥𝑥2 = 1 + 1

= 2

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)

      = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦1
200) 𝑦𝑦1 

      = ln √39 23⁄ (1 − 31.369
200 ) 31.369

      = 6.983

𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )                                           

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 31.396 + (6.983)(1) 2⁄
200 ] [31.693 + (6.983)(1) 2⁄ ]

                                        = 7.600
𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )                                           

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 31.396 + (7.600)(1) 2⁄
200 ] [31.693 + (7.600)(1) 2⁄ ]

                                        = 7.653
𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ, 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘3ℎ)                                                      

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘3ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 31.396 + (7.653)(1) 2⁄
200 ] [31.693 + (7.653)(1) 2⁄ ]

                                        = 8.293
𝑥𝑥2 = 2
𝑦𝑦1+1 = 𝑦𝑦1 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄  

= 31.369 + [6.983 + 2(7.600) + 2(7.653) + 8.293] (1) 6⁄   
𝑦𝑦2 = 39.000                                                  

𝑥𝑥2 = 2 𝑦𝑦(2) = 39.000

𝐸𝐸% = |39.000 − 39.000
39.000 | 100% = 0.001%
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Luego 𝑖𝑖 = 2  ,    𝑥𝑥2 = 2   e   𝑦𝑦2 = 39.000

𝑥𝑥3
𝑥𝑥2+1 = 𝑥𝑥2 + ℎ

  𝑥𝑥3 = 2 + 1
= 3

𝑘𝑘1

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)

      = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦2
200) 𝑦𝑦2 

      = ln √39 23⁄ (1 − 39.000
200 ) 39.000

      = 8.289

𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )                                           

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 39.000 + (8.289)(1) 2⁄
200 ] [39.000 + (8.289)(1) 2⁄ ]

                                        = 8.934
𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )                                           

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 39.000 + (8.934)(1) 2⁄
200 ] [39.000 + (8.934)(1) 2⁄ ]

                                        = 8.982
𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2 + ℎ, 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘3ℎ)                                                      

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘3ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 39.000 + (8.982)(1) 2⁄
200 ] [30.000 + (8.982)(1) 2⁄ ]

                                        = 9.630

𝑥𝑥3 = 3

𝑦𝑦2+1 = 𝑦𝑦2 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄  
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Luego 𝑖𝑖 = 2  ,    𝑥𝑥2 = 2   e   𝑦𝑦2 = 39.000

𝑥𝑥3
𝑥𝑥2+1 = 𝑥𝑥2 + ℎ

  𝑥𝑥3 = 2 + 1
= 3

𝑘𝑘1

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)

      = ln √39 23⁄ (1 − 𝑦𝑦2
200) 𝑦𝑦2 

      = ln √39 23⁄ (1 − 39.000
200 ) 39.000

      = 8.289

𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )                                           

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 39.000 + (8.289)(1) 2⁄
200 ] [39.000 + (8.289)(1) 2⁄ ]

                                        = 8.934
𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )                                           

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 39.000 + (8.934)(1) 2⁄
200 ] [39.000 + (8.934)(1) 2⁄ ]

                                        = 8.982
𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2 + ℎ, 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘3ℎ)                                                      

= ln √39 23⁄ [1 − 𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘3ℎ 2⁄
200 ] (𝑦𝑦2 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )     

  = ln √39 23⁄ [1 − 39.000 + (8.982)(1) 2⁄
200 ] [30.000 + (8.982)(1) 2⁄ ]

                                        = 9.630

𝑥𝑥3 = 3

𝑦𝑦2+1 = 𝑦𝑦2 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄  

Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

= 39.000 + [8.289 + 2(8.934) + 2(8.982) + 9.630] (1) 6⁄   
𝑦𝑦3 = 47.958                                                  

𝑥𝑥2 = 2 𝑦𝑦(2) = 39.000

𝐸𝐸% = |39.000 − 39.000
39.000 | 100% = 0.001%

𝑖𝑖 = 20.

Paso III:

FIGURA 5.6. Comparación de la solución exacta y numérica con el método de RK4. 
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5.3 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias     

𝑦𝑦1
′ = 𝑓𝑓1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛) 

.
𝑦𝑦2

′ = 𝑓𝑓2(𝑥𝑥, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛) 
∙∙
∙

𝑦𝑦𝑛𝑛
′ = 𝑓𝑓3(𝑥𝑥, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛).

                                                      (5.15)

𝑛𝑛
𝑥𝑥 𝑛𝑛

𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 2,
𝑦𝑦1 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦2 = 𝑦𝑦, 𝑓𝑓1 = 𝑓𝑓, 𝑓𝑓2 = 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡,

𝑥𝑥′ = 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ,     𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 𝑥𝑥0
∙

𝑦𝑦′ = 𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ,     𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0
                                                   (5.16)

𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)
∙

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ℎ𝑔𝑔(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)
       con      𝑡𝑡𝑖𝑖+1 = 𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ                 (5.17)

𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄
∙

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄      
       con      𝑡𝑡𝑖𝑖+1 = 𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ                 (5.18)
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5.3 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias     

𝑦𝑦1
′ = 𝑓𝑓1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛) 

.
𝑦𝑦2

′ = 𝑓𝑓2(𝑥𝑥, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛) 
∙∙
∙

𝑦𝑦𝑛𝑛
′ = 𝑓𝑓3(𝑥𝑥, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛).

                                                      (5.15)

𝑛𝑛
𝑥𝑥 𝑛𝑛

𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 2,
𝑦𝑦1 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦2 = 𝑦𝑦, 𝑓𝑓1 = 𝑓𝑓, 𝑓𝑓2 = 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡,

𝑥𝑥′ = 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ,     𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 𝑥𝑥0
∙

𝑦𝑦′ = 𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ,     𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0
                                                   (5.16)

𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)
∙

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ℎ𝑔𝑔(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)
       con      𝑡𝑡𝑖𝑖+1 = 𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ                 (5.17)

𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄
∙

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄      
       con      𝑡𝑡𝑖𝑖+1 = 𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ                 (5.18)
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𝑚𝑚1 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)                                                   
∙

𝑚𝑚2 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑚𝑚1ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )
∙

𝑚𝑚3 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑚𝑚2ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )
∙

𝑚𝑚4 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ, 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘3ℎ)                 

𝑘𝑘1 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖)                                                   
∙

𝑘𝑘2 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑚𝑚1ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )
∙

𝑘𝑘3 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑚𝑚2ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )
∙

  𝑘𝑘4 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡𝑖𝑖 + ℎ, 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑘𝑘3ℎ)       (5.19)

𝑚𝑚 𝑘𝑘
segundo orden

𝑦𝑦′′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑦𝑦′),    𝑦𝑦(𝑥𝑥0) = 𝑦𝑦0,     𝑦𝑦′(𝑥𝑥0) = 𝑢𝑢0                                (5.20)

𝑦𝑦′ = 𝑢𝑢

𝑦𝑦′ = 𝑢𝑢 ,         𝑦𝑦(𝑥𝑥0) = 𝑦𝑦0          
∙

𝑢𝑢′ = 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ,     𝑢𝑢(𝑥𝑥0) = 𝑢𝑢0
                                                  (5.21)

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + ℎ𝑢𝑢𝑖𝑖
∙

𝑢𝑢𝑖𝑖+1 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + ℎ𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖, 𝑢𝑢𝑖𝑖)
       con      𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ                             (5.22)

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄
∙

𝑢𝑢𝑖𝑖+1 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄      
       con      𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ                     (5.23)
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𝑚𝑚1 = 𝑢𝑢𝑖𝑖                  
∙

𝑚𝑚2 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + ℎ𝑘𝑘1 2⁄
∙

𝑚𝑚3 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + ℎ𝑘𝑘2 2⁄
∙

𝑚𝑚4 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + ℎ𝑘𝑘3     

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖, 𝑢𝑢𝑖𝑖)                                                   
∙

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑚𝑚1ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )
∙

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑚𝑚2ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )
∙

𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ, 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑘𝑘3ℎ)                

          (5.24)

𝑛𝑛 − 𝑦𝑦(𝑛𝑛) =
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦′, 𝑦𝑦′′, ⋯ , 𝑦𝑦(𝑛𝑛−1)) 𝑛𝑛

𝑦𝑦 = 𝑢𝑢1, 𝑦𝑦′ = 𝑢𝑢2, 𝑦𝑦′′ = 𝑢𝑢3, ⋯ , 𝑦𝑦(𝑛𝑛−1) = 𝑢𝑢𝑛𝑛

Ejemplo 5.3 Contaminación radiactiva  

𝑋𝑋 𝑌𝑌

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = −𝜆𝜆1𝑥𝑥 ,              𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 𝑥𝑥0
∙

𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝜆𝜆1𝑥𝑥 − 𝜆𝜆2𝑦𝑦 ,     𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0

𝑥𝑥 = X 𝑦𝑦 = Y

𝑡𝑡 = 𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆2 = 𝑋𝑋
𝑌𝑌 𝜆𝜆1 = 1.2 𝜆𝜆2 = 0.6
𝑥𝑥 = 1 𝑦𝑦 = 0 𝑡𝑡 = 0:
ℎ = 0.5 [0 , 10]

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1.2𝑡𝑡 , 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 2(𝑒𝑒−0.6𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−1.2𝑡𝑡)
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𝑚𝑚1 = 𝑢𝑢𝑖𝑖                  
∙

𝑚𝑚2 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + ℎ𝑘𝑘1 2⁄
∙

𝑚𝑚3 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + ℎ𝑘𝑘2 2⁄
∙

𝑚𝑚4 = 𝑢𝑢𝑖𝑖 + ℎ𝑘𝑘3     

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖, 𝑢𝑢𝑖𝑖)                                                   
∙

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑚𝑚1ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )
∙

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑚𝑚2ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )
∙

𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖 + ℎ, 𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝑘𝑘3ℎ)                

          (5.24)

𝑛𝑛 − 𝑦𝑦(𝑛𝑛) =
𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦′, 𝑦𝑦′′, ⋯ , 𝑦𝑦(𝑛𝑛−1)) 𝑛𝑛

𝑦𝑦 = 𝑢𝑢1, 𝑦𝑦′ = 𝑢𝑢2, 𝑦𝑦′′ = 𝑢𝑢3, ⋯ , 𝑦𝑦(𝑛𝑛−1) = 𝑢𝑢𝑛𝑛

Ejemplo 5.3 Contaminación radiactiva  

𝑋𝑋 𝑌𝑌

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = −𝜆𝜆1𝑥𝑥 ,              𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 𝑥𝑥0
∙

𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝜆𝜆1𝑥𝑥 − 𝜆𝜆2𝑦𝑦 ,     𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0

𝑥𝑥 = X 𝑦𝑦 = Y

𝑡𝑡 = 𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆2 = 𝑋𝑋
𝑌𝑌 𝜆𝜆1 = 1.2 𝜆𝜆2 = 0.6
𝑥𝑥 = 1 𝑦𝑦 = 0 𝑡𝑡 = 0:
ℎ = 0.5 [0 , 10]

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1.2𝑡𝑡 , 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 2(𝑒𝑒−0.6𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−1.2𝑡𝑡)
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Paso I 𝜆𝜆1 = 1.2 𝜆𝜆2 = 0.6
𝑥𝑥 = 1 𝑦𝑦 = 0 𝑡𝑡 = 0 

𝑥𝑥′ = 1.2𝑥𝑥 ⏟
𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝑥𝑥,𝑦𝑦)

,                𝑥𝑥(0) = 1

∙
𝑦𝑦′ = 1.2𝑥𝑥 − 0.6𝑦𝑦 ⏟        

𝑔𝑔(𝑡𝑡,𝑥𝑥,𝑦𝑦)
,    𝑦𝑦(0) = 0

Paso II ℎ = 0.5

Partiendo 𝑖𝑖 = 0  ,    𝑡𝑡0 = 0, 𝑥𝑥0 = 1   y   𝑦𝑦0 = 0 

𝑡𝑡1
𝑡𝑡0+1 = 𝑡𝑡0 + ℎ = 0 + 0.5   ⇒  𝑡𝑡1 = 0.5

𝑚𝑚1

𝑚𝑚1 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡0, 𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0) = −1.2𝑥𝑥0
               = −1.2(1) 
      𝑚𝑚1  = −1.2      

𝑘𝑘1

𝑘𝑘1 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡0, 𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0) = 1.2𝑥𝑥0 − 0.6𝑦𝑦0
                                         = 1.2(1) − 0.6(0)    

𝑘𝑘1 = 1.2                                     

𝑚𝑚2

𝑚𝑚2 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡0 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ ) = −1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ )
                                                        = −1.2[(1) + (−1.2) (0.5) 2⁄ ]

          𝑚𝑚2 = −0.840

𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡0 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )
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      = 1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ ) − 0.6(𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )
      = 1.2[(1) + (1.2) (0.5) 2⁄ ] − 0.6[(0) + (1.2) (0.5) 2⁄ ]
𝑘𝑘2 = 0.660

𝑚𝑚3

𝑚𝑚3 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡0 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ ) = −1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ )
                                                              = −1.2[(1) + (−0.840) (0.5) 2⁄ ]

           𝑚𝑚3 = −0.948

𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡0 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )
      = 1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ ) − 0.6(𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )
      = 1.2[(1) + (−0.840) (0.5) 2⁄ ] − 0.6[(0) + (0.660) (0.5) 2⁄ ]
𝑘𝑘3 = 0.849

𝑚𝑚4

𝑚𝑚4 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡0 + ℎ, 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ) = −1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚3ℎ)
                    = −1.2[(1) + (−0.948)(0.5)]

𝑚𝑚4 = −0.631                         

𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡0 + ℎ, 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ) = 1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚3ℎ) − 0.6(𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ)
   = 1.2[(1) + (−0.948)(0.5)] − 0.6[(0) + (0.849)(0.5)]    

𝑘𝑘4 = 0.377                             

𝑡𝑡1 = 0.5

𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄              
                                                  = 1 + [−1.200 + 2(−0.840) + 2(−0.948) + (−0.631)] (0.5) 6⁄   

𝑥𝑥1 = 0.549                                                                
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      = 1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ ) − 0.6(𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )
      = 1.2[(1) + (1.2) (0.5) 2⁄ ] − 0.6[(0) + (1.2) (0.5) 2⁄ ]
𝑘𝑘2 = 0.660

𝑚𝑚3

𝑚𝑚3 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡0 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ ) = −1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ )
                                                              = −1.2[(1) + (−0.840) (0.5) 2⁄ ]

           𝑚𝑚3 = −0.948

𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡0 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )
      = 1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ ) − 0.6(𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )
      = 1.2[(1) + (−0.840) (0.5) 2⁄ ] − 0.6[(0) + (0.660) (0.5) 2⁄ ]
𝑘𝑘3 = 0.849

𝑚𝑚4

𝑚𝑚4 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡0 + ℎ, 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ) = −1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚3ℎ)
                    = −1.2[(1) + (−0.948)(0.5)]

𝑚𝑚4 = −0.631                         

𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡0 + ℎ, 𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ) = 1.2(𝑥𝑥0 + 𝑚𝑚3ℎ) − 0.6(𝑦𝑦0 + 𝑘𝑘3ℎ)
   = 1.2[(1) + (−0.948)(0.5)] − 0.6[(0) + (0.849)(0.5)]    

𝑘𝑘4 = 0.377                             

𝑡𝑡1 = 0.5

𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄              
                                                  = 1 + [−1.200 + 2(−0.840) + 2(−0.948) + (−0.631)] (0.5) 6⁄   

𝑥𝑥1 = 0.549                                                                
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𝑦𝑦0+1 = 𝑦𝑦0 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄                   
= 0 + [1.200 + 2(0.660) + 2(0.849) + (0.377)] (0.5) 6⁄                     

𝑦𝑦1 = 0.383                                                               

𝑡𝑡1 = 0.5

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1.2(0.5) = 0.548 , 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 2(𝑒𝑒−0.6(0.5) − 𝑒𝑒−1.2(0.5)) = 0.384

𝐸𝐸𝑥𝑥% = |0.548 − 0.549
0.548 | = 0.107%    y   𝐸𝐸𝑦𝑦% = |0.384 − 0.383

0.384 | = 0.296%   

   
  Continuando 𝑖𝑖 = 1  ,    𝑡𝑡1 = 0.5, 𝑥𝑥1 = 0.549   y   𝑦𝑦0 = 0.383 

𝑡𝑡1

𝑡𝑡1+1 = 𝑡𝑡1 + ℎ = 0.5 + 0.5   ⇒  𝑡𝑡2 = 1.0

𝑚𝑚1

𝑚𝑚1 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1, 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) = −1.2𝑥𝑥1

                        = −1.2(0.549) 
      𝑚𝑚1  = −0.659 

𝑘𝑘1

𝑘𝑘1 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡1, 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) = 1.2𝑥𝑥1 − 0.6𝑦𝑦1  
             = 1.2(0.549) − 0.6(0.383)

𝑘𝑘1 = 0.430    

𝑚𝑚2

𝑚𝑚2 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ ) = −1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ )
                                                                = −1.2[(0.549) + (−1.2) (0.5) 2⁄ ]

          𝑚𝑚2 = −0.461
𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡1 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )
      = 1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ ) − 0.6(𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘1 ℎ 2⁄ )
      = 1.2[(0.549) + (1.2) (0.5) 2⁄ ] − 0.6[(0.383) + (1.2) (0.5) 2⁄ ]
𝑘𝑘2 = 0.167
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𝑚𝑚3

𝑚𝑚3 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ ) = −1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ )
                                                                      = −1.2[(0.549) + (−0.461) (0.5) 2⁄ ]

           𝑚𝑚3 = −0.521

𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡1 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )
      = 1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ ) − 0.6(𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )
      = 1.2[(0.549) + (−0.461) (0.5) 2⁄ ] − 0.6[(0.383) + (0.167) (0.5) 2⁄ ]
𝑘𝑘3 = 0.266

𝑚𝑚4

𝑚𝑚4 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1 + ℎ, 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘3ℎ) = −1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚3ℎ)
                            = −1.2[(0.549) + (−0.521)(0.5)]

𝑚𝑚4 = −0.347                         

𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡1 + ℎ, 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘3ℎ)
      = 1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚3ℎ) − 0.6(𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘3ℎ)

            = 1.2[(0.549) + (−0.521)(0.5)] − 0.6[(0.383) + (0.266)(0.5)]    
𝑘𝑘4 = 0.037                             

𝑡𝑡1 = 1.0
𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄                               

                                         = 0.549 + [−0.659 + 2(−0.461) + 2(−0.521) + (−0.347)] (0.5) 6⁄   
𝑥𝑥2 = 0.302                                                                                 

𝑦𝑦1+1 = 𝑦𝑦1 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄                                    
= 0.383 + [0.430 + 2(0.167) + 2(0.266) + (0.037)] (0.5) 6⁄                     

𝑦𝑦2 = 0.494                                                                               

𝑡𝑡1 = 1.0
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𝑚𝑚3

𝑚𝑚3 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ ) = −1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ )
                                                                      = −1.2[(0.549) + (−0.461) (0.5) 2⁄ ]

           𝑚𝑚3 = −0.521

𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡1 + ℎ 2⁄ , 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )
      = 1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ ) − 0.6(𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘2 ℎ 2⁄ )
      = 1.2[(0.549) + (−0.461) (0.5) 2⁄ ] − 0.6[(0.383) + (0.167) (0.5) 2⁄ ]
𝑘𝑘3 = 0.266

𝑚𝑚4

𝑚𝑚4 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1 + ℎ, 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘3ℎ) = −1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚3ℎ)
                            = −1.2[(0.549) + (−0.521)(0.5)]

𝑚𝑚4 = −0.347                         

𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡1 + ℎ, 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘3ℎ)
      = 1.2(𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚3ℎ) − 0.6(𝑦𝑦1 + 𝑘𝑘3ℎ)

            = 1.2[(0.549) + (−0.521)(0.5)] − 0.6[(0.383) + (0.266)(0.5)]    
𝑘𝑘4 = 0.037                             

𝑡𝑡1 = 1.0
𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄                               

                                         = 0.549 + [−0.659 + 2(−0.461) + 2(−0.521) + (−0.347)] (0.5) 6⁄   
𝑥𝑥2 = 0.302                                                                                 

𝑦𝑦1+1 = 𝑦𝑦1 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄                                    
= 0.383 + [0.430 + 2(0.167) + 2(0.266) + (0.037)] (0.5) 6⁄                     

𝑦𝑦2 = 0.494                                                                               

𝑡𝑡1 = 1.0
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𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−1.2(1.0) = 0.301 , 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 2(𝑒𝑒−0.6(1.0) − 𝑒𝑒−1.2(1.0)) = 0.495

𝐸𝐸𝑥𝑥% = |0.301 − 0.302
0.301 | = 0.215%    y   𝐸𝐸𝑦𝑦% = |0.495 − 0.494

0.495 | = 0.249%   

   

𝑖𝑖 = 20.

Paso III:

𝑋𝑋
[0,10]

FIGURA 5.7. Solución exacta y numérica con el método de RK4 del sistema 2x2 mediante una hoja de cálculo Excel. 
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ℎ,
[0,10]. 

𝑌𝑌

𝑌𝑌

𝑋𝑋

5.4 Solución numérica de un PVF de segundo orden 

 

Resolver:        𝑦𝑦′′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑦𝑦′)          Sujeto a:        𝑦𝑦(𝑎𝑎) = 𝑦𝑦0   , 𝑦𝑦(𝑏𝑏) = 𝑦𝑦1             (5.25)

𝑦𝑦(𝑎𝑎) = 𝑦𝑦0 y  𝑦𝑦(𝑏𝑏) = 𝑦𝑦1 condiciones de 

frontera

𝐼𝐼 𝑎𝑎 𝑏𝑏
(𝑎𝑎, 𝑦𝑦0) (𝑏𝑏, 𝑦𝑦1)

5.4.1 Método del disparo 

  

𝑢𝑢, 𝑢𝑢01, 𝑢𝑢02…, 𝑢𝑢0𝑛𝑛, disparo
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ℎ,
[0,10]. 

𝑌𝑌

𝑌𝑌

𝑋𝑋

5.4 Solución numérica de un PVF de segundo orden 

 

Resolver:        𝑦𝑦′′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑦𝑦′)          Sujeto a:        𝑦𝑦(𝑎𝑎) = 𝑦𝑦0   , 𝑦𝑦(𝑏𝑏) = 𝑦𝑦1             (5.25)

𝑦𝑦(𝑎𝑎) = 𝑦𝑦0 y  𝑦𝑦(𝑏𝑏) = 𝑦𝑦1 condiciones de 

frontera

𝐼𝐼 𝑎𝑎 𝑏𝑏
(𝑎𝑎, 𝑦𝑦0) (𝑏𝑏, 𝑦𝑦1)

5.4.1 Método del disparo 

  

𝑢𝑢, 𝑢𝑢01, 𝑢𝑢02…, 𝑢𝑢0𝑛𝑛, disparo
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disparo final exacto 𝑢𝑢

𝑢𝑢0 = 𝑢𝑢01 + 𝑏𝑏1(𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦01)                                                  
(5.26)

𝑢𝑢0 = 𝑢𝑢01 + 𝑏𝑏1(𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦01) + 𝑏𝑏2(𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦01)(𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦02)

𝑏𝑏1 = 𝑢𝑢02 − 𝑢𝑢01
𝑦𝑦02 − 𝑦𝑦01

    y   𝑏𝑏2 =
[(𝑢𝑢03 − 𝑢𝑢02) (𝑦𝑦03 − 𝑦𝑦02)⁄ ] − [(𝑢𝑢02 − 𝑢𝑢01) (𝑦𝑦02 − 𝑦𝑦01)⁄ ]

𝑦𝑦03 − 𝑦𝑦01
 (5.27)

  𝑢𝑢01, 𝑢𝑢02…, 𝑢𝑢0𝑛𝑛 
𝑦𝑦01, 𝑦𝑦02, … 𝑦𝑦0𝑛𝑛 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏 

𝑦𝑦(𝑏𝑏) = 𝑦𝑦1 𝑢𝑢

𝑢𝑢 

 

 

 

 

 

 

 

 
FIGURA 5.8.PVF: Método del disparo y método de diferencias finitas. 
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Ejemplo 5.4 Balance de concentración de un contaminante en estado 

estacionario   

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝐷𝐷 𝜕𝜕2𝑐𝑐

𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑐𝑐 = (mg m3⁄ ) 𝑡𝑡 = (min) 𝐷𝐷 =
(m2 min⁄ ) y 𝑥𝑥 =  (m) 𝑥𝑥 = 0

𝑈𝑈 = 
𝑥𝑥 (m min⁄ )

ℎ = 1 𝐷𝐷 = 100, 𝑈𝑈 = 1 𝑐𝑐(0) = 100
𝑐𝑐(10) = 10 𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 955.7499 −
855.7499𝑒𝑒𝑥𝑥 100⁄

 

Paso I (𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕⁄ ) = 0
𝐷𝐷 = 100 𝑈𝑈 = 1

𝑐𝑐(0) = 100 𝑐𝑐(10) = 10,

100 𝜕𝜕2𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0   ;    𝑐𝑐(0) = 100 , 𝑐𝑐(10) = 10

𝑐𝑐 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥)

100𝑦𝑦′′ − 𝑦𝑦′ = 0   ;    𝑦𝑦(0) = 100 , 𝑦𝑦(10) = 10
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Ejemplo 5.4 Balance de concentración de un contaminante en estado 

estacionario   

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝐷𝐷 𝜕𝜕2𝑐𝑐

𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑐𝑐 = (mg m3⁄ ) 𝑡𝑡 = (min) 𝐷𝐷 =
(m2 min⁄ ) y 𝑥𝑥 =  (m) 𝑥𝑥 = 0

𝑈𝑈 = 
𝑥𝑥 (m min⁄ )

ℎ = 1 𝐷𝐷 = 100, 𝑈𝑈 = 1 𝑐𝑐(0) = 100
𝑐𝑐(10) = 10 𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 955.7499 −
855.7499𝑒𝑒𝑥𝑥 100⁄

 

Paso I (𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕⁄ ) = 0
𝐷𝐷 = 100 𝑈𝑈 = 1

𝑐𝑐(0) = 100 𝑐𝑐(10) = 10,

100 𝜕𝜕2𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0   ;    𝑐𝑐(0) = 100 , 𝑐𝑐(10) = 10

𝑐𝑐 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥)

100𝑦𝑦′′ − 𝑦𝑦′ = 0   ;    𝑦𝑦(0) = 100 , 𝑦𝑦(10) = 10
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𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 955.7499 − 855.7499𝑒𝑒𝑥𝑥 100⁄

𝑦𝑦′ = 𝑢𝑢

𝑦𝑦′ = 𝑢𝑢,                             𝑦𝑦(0) = 100
∙

𝑢𝑢′ = 𝑢𝑢 100⁄  ⏟    
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑢𝑢)

,                 𝑢𝑢(0) = 𝑢𝑢0  

Paso II 𝑢𝑢 disparo 1)

𝑢𝑢0 = −9. ℎ = 2

Partiendo 𝑖𝑖 = 0  ,    𝑥𝑥0 = 0, 𝑦𝑦0 = 100   y   𝑢𝑢01 = −9 

𝑥𝑥1
𝑥𝑥0+1 = 𝑥𝑥0 + ℎ = 0 + 2   ⇒  𝑥𝑥1 = 2

𝑚𝑚1

𝑚𝑚1 = 𝑢𝑢0 = −9

𝑘𝑘1

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0, 𝑢𝑢0) = 𝑢𝑢0 100⁄ = −9 100⁄
                      𝑘𝑘1 = −0.090

𝑚𝑚2

𝑚𝑚2 = 𝑢𝑢0 + ℎ𝑘𝑘1/2
       = −9 + 2(−0.090) 2⁄
= −9.090                 

𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢0 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )
                 = (𝑢𝑢0 + ℎ𝑘𝑘1/2) 100⁄

                       = [−9 + 2(−0.090) 2⁄ ] 100⁄
                       = −0.091               

𝑚𝑚3

𝑚𝑚3 = 𝑢𝑢0 + ℎ𝑘𝑘2/2
       = −9 + 2(−0.091) 2⁄
= −9.091                 

𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦0 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢0 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )
= (𝑢𝑢0 + ℎ𝑘𝑘2/2) 100⁄                                   

                       = [−9 + 2(−0.091) 2⁄ ] 100⁄
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                       = −0.091               
𝑚𝑚4

𝑚𝑚4 = 𝑢𝑢0 + ℎ𝑘𝑘3

       = −9 + 2(−0.091)
= −9.182                 

𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ, 𝑦𝑦0 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑢𝑢0 + 𝑘𝑘3ℎ)
= (𝑢𝑢0 + ℎ𝑘𝑘3) 100⁄                      

     = [−9 + 2(−0.091)] 100⁄      
= −0.092                              

𝑥𝑥1 = 2
𝑦𝑦0+1 = 𝑦𝑦0 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄              

                                                   = 100 + [−9.000 + 2(−9.090) + 2(−9.091) + (−9.182)] (2) 6⁄   
𝑦𝑦1 = 88.819                                                              

𝑢𝑢0+1 = 𝑢𝑢0 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄                   
                                                  = −9 + [−0.090 + 2(−0.091) + 2(−0.091) + (−0.092)] (2) 6⁄   

𝑢𝑢1 = −9.182                                                            

Continuando 𝑖𝑖 = 1  ,    𝑥𝑥1 = 2, 𝑦𝑦1 = 100   y   𝑢𝑢1 = −9.182 

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 + ℎ = 2 + 2   ⇒  𝑥𝑥2 = 4

𝑚𝑚1

𝑚𝑚1 = 𝑢𝑢1 = −9.182

𝑘𝑘1

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1, 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) = 𝑢𝑢1 100⁄ = − 9.182 100⁄
                     𝑘𝑘1 = −0.092 

𝑚𝑚2

𝑚𝑚2 = 𝑢𝑢1 + ℎ𝑘𝑘1/2
       = −9.182 + 2(−0.092) 2⁄

= −9.274                     

𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢1 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )
             = (𝑢𝑢1 + ℎ𝑘𝑘1/2) 100⁄

                   = [−9.182 + 2(−0.092) 2⁄ ] 100⁄
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                       = −0.091               
𝑚𝑚4

𝑚𝑚4 = 𝑢𝑢0 + ℎ𝑘𝑘3

       = −9 + 2(−0.091)
= −9.182                 

𝑘𝑘4

𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0 + ℎ, 𝑦𝑦0 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑢𝑢0 + 𝑘𝑘3ℎ)
= (𝑢𝑢0 + ℎ𝑘𝑘3) 100⁄                      

     = [−9 + 2(−0.091)] 100⁄      
= −0.092                              

𝑥𝑥1 = 2
𝑦𝑦0+1 = 𝑦𝑦0 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄              

                                                   = 100 + [−9.000 + 2(−9.090) + 2(−9.091) + (−9.182)] (2) 6⁄   
𝑦𝑦1 = 88.819                                                              

𝑢𝑢0+1 = 𝑢𝑢0 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄                   
                                                  = −9 + [−0.090 + 2(−0.091) + 2(−0.091) + (−0.092)] (2) 6⁄   

𝑢𝑢1 = −9.182                                                            

Continuando 𝑖𝑖 = 1  ,    𝑥𝑥1 = 2, 𝑦𝑦1 = 100   y   𝑢𝑢1 = −9.182 

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1+1 = 𝑥𝑥1 + ℎ = 2 + 2   ⇒  𝑥𝑥2 = 4

𝑚𝑚1

𝑚𝑚1 = 𝑢𝑢1 = −9.182

𝑘𝑘1

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡1, 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) = 𝑢𝑢1 100⁄ = − 9.182 100⁄
                     𝑘𝑘1 = −0.092 

𝑚𝑚2

𝑚𝑚2 = 𝑢𝑢1 + ℎ𝑘𝑘1/2
       = −9.182 + 2(−0.092) 2⁄

= −9.274                     

𝑘𝑘2

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑚𝑚1 ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢1 + 𝑘𝑘1ℎ 2⁄ )
             = (𝑢𝑢1 + ℎ𝑘𝑘1/2) 100⁄

                   = [−9.182 + 2(−0.092) 2⁄ ] 100⁄
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                   = −0.093               

𝑚𝑚3

𝑚𝑚3 = 𝑢𝑢1 + ℎ𝑘𝑘2/2
       = −9.182 + 2(−0.093) 2⁄

= −9.275                    

𝑘𝑘3

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ 2⁄ , 𝑦𝑦1 + 𝑚𝑚2 ℎ 2⁄ , 𝑢𝑢1 + 𝑘𝑘2ℎ 2⁄ )
            = (𝑢𝑢1 + ℎ𝑘𝑘2/2) 100⁄

                   = [−9.182 + 2(−0.093) 2⁄ ] 100⁄
                   = −0.093               

𝑚𝑚4

𝑚𝑚4 = 𝑢𝑢1 + ℎ𝑘𝑘3

       = −9.182 + 2(−0.093)
= −9.367                    

𝑘𝑘4

              𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ℎ, 𝑦𝑦1 + 𝑚𝑚3ℎ, 𝑢𝑢1 + 𝑘𝑘3ℎ)
              = (𝑢𝑢1 + ℎ𝑘𝑘3) 100⁄

                    = [−9.182 + 2(−0.093)] 100⁄      
                    = −0.094               

𝑥𝑥1 = 2
𝑦𝑦1+1 = 𝑦𝑦1 + (𝑚𝑚1 + 2𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)ℎ 6⁄                    

                                                   = 81.819 + [−9.182 + 2(−9.274) + 2(−9.275) + (−9.367)] (2) 6⁄   
𝑦𝑦2 = 63.270                                                                    

𝑢𝑢1+1 = 𝑢𝑢1 + (𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4)ℎ 6⁄                          
                                                   = −9.182 + [−0.092 + 2(−0.093) + 2(−0.093) + (−0.094)] (2) 6⁄   

𝑢𝑢2 = −9.367                                                                   

𝑥𝑥5 = 10, 𝑖𝑖 = 5
𝑢𝑢 disparo 2) 𝑢𝑢0 = −8. 

𝑢𝑢01 =
−9 y 𝑢𝑢02 = −8 𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 10 𝑦𝑦01 =
5.346 y 𝑦𝑦02 = 15.863 𝑦𝑦(10) = 10
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𝑢𝑢0 = −9 + (10 − 5.346) −8 − (−9)
15.863 − 5.346 = −8.557

disparo 

final (𝑢𝑢0 = −8.557). 
ℎ = 1.

 

FIGURA 5.9. Solución exacta y numérica del PVF con el método del disparo en una hoja de cálculo Excel. 
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Paso III:

𝑐𝑐(𝑥𝑥), 𝑥𝑥

 
5.4.2 Método de diferencias finitas 

 

 𝑦𝑦′′ + 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑦𝑦′ + 𝑞𝑞(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥),       𝑦𝑦(𝑎𝑎) = 𝛼𝛼  , 𝑦𝑦(𝑏𝑏) = 𝛽𝛽                        (5.28)

𝑦𝑦′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖−1
2ℎ     y        𝑦𝑦′′(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 2𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖−1

ℎ2 .                           (5.29)

𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 2𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖−1
ℎ2 + 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖−1

2ℎ + 𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖),                          (5.30)

[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] puntos de malla 

interiores 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖ℎ, donde   𝑖𝑖 = 0,1,2, ⋯ , 𝑛𝑛    y    ℎ = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 𝑛𝑛⁄ .                        (5.31)
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(1 + ℎ
2 𝑝𝑝𝑖𝑖) 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 + (ℎ2𝑞𝑞𝑖𝑖 − 2)𝑦𝑦𝑖𝑖 + (1 − ℎ

2 𝑝𝑝𝑖𝑖) 𝑦𝑦𝑖𝑖−1 = ℎ2𝑓𝑓𝑖𝑖.                              (5.31)

ecuación de diferencias finitas

𝑦𝑦𝑖𝑖−1 𝑦𝑦𝑖𝑖+1

𝑖𝑖 1,2, ⋯ , 𝑛𝑛 −
1 𝑛𝑛 − 1 𝑛𝑛 − 1 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛−1,

𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏].

Ejemplo 5.5 Balance de concentración de un contaminante en estado 

estacionario   

Paso I

 
100𝑦𝑦′′ − 𝑦𝑦′ = 0   ;    𝑦𝑦(0) = 100 , 𝑦𝑦(10) = 10

(1 100⁄ )

𝑦𝑦′′ − 1
100 𝑦𝑦′ = 0   ;    𝑦𝑦(0) = 100 , 𝑦𝑦(10) = 10

𝑝𝑝(𝑥𝑥) = − 1 100⁄ 𝑞𝑞(𝑥𝑥) = 0 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0

(1 − ℎ
200) 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 2𝑦𝑦𝑖𝑖 + (1 + ℎ

200) 𝑦𝑦𝑖𝑖−1 = 0

 

Paso II 𝑥𝑥𝑖𝑖 [0,10]
ℎ = 1 𝑖𝑖 = 0 𝑎𝑎 = 0 𝑏𝑏 = 10
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(1 + ℎ
2 𝑝𝑝𝑖𝑖) 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 + (ℎ2𝑞𝑞𝑖𝑖 − 2)𝑦𝑦𝑖𝑖 + (1 − ℎ

2 𝑝𝑝𝑖𝑖) 𝑦𝑦𝑖𝑖−1 = ℎ2𝑓𝑓𝑖𝑖.                              (5.31)

ecuación de diferencias finitas

𝑦𝑦𝑖𝑖−1 𝑦𝑦𝑖𝑖+1

𝑖𝑖 1,2, ⋯ , 𝑛𝑛 −
1 𝑛𝑛 − 1 𝑛𝑛 − 1 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛−1,

𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏].

Ejemplo 5.5 Balance de concentración de un contaminante en estado 

estacionario   

Paso I

 
100𝑦𝑦′′ − 𝑦𝑦′ = 0   ;    𝑦𝑦(0) = 100 , 𝑦𝑦(10) = 10

(1 100⁄ )

𝑦𝑦′′ − 1
100 𝑦𝑦′ = 0   ;    𝑦𝑦(0) = 100 , 𝑦𝑦(10) = 10

𝑝𝑝(𝑥𝑥) = − 1 100⁄ 𝑞𝑞(𝑥𝑥) = 0 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0

(1 − ℎ
200) 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 2𝑦𝑦𝑖𝑖 + (1 + ℎ

200) 𝑦𝑦𝑖𝑖−1 = 0

 

Paso II 𝑥𝑥𝑖𝑖 [0,10]
ℎ = 1 𝑖𝑖 = 0 𝑎𝑎 = 0 𝑏𝑏 = 10
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𝑥𝑥0 = 0⏟
𝑎𝑎

, 𝑥𝑥1 = 1, 𝑥𝑥2 = 2, 𝑥𝑥3 = 3, 𝑥𝑥4 = 4, 𝑥𝑥5 = 5

𝑥𝑥6 = 6, 𝑥𝑥7 = 7, 𝑥𝑥8 = 8, 𝑥𝑥9 = 0, 𝑥𝑥10 = 10⏟
𝑏𝑏

.                  

Paso III ℎ = 1 𝑖𝑖 = 1 𝑖𝑖 =
10 − 1 = 9 𝑦𝑦0 = 100 𝑦𝑦10 = 10

𝑖𝑖 = 1      ⇒       (1 − 1
200) 𝑦𝑦2 − 2𝑦𝑦1 + (1 + 1

200) 𝑦𝑦0 = 0

                                                        −2𝑦𝑦1 + 199
200 𝑦𝑦2 = − 201

2     → Ecuación 1      

 

𝑖𝑖 = 2      ⇒        (1 − 1
200) 𝑦𝑦3 − 2𝑦𝑦2 + (1 + 1

200) 𝑦𝑦1 = 0

                                     201
200 𝑦𝑦1 − 2𝑦𝑦2 + 199

200 𝑦𝑦3 = 0        → Ecuación 2     

 

𝑖𝑖 = 3      ⇒         (1 − 1
200) 𝑦𝑦4 − 2𝑦𝑦3 + (1 + 1

200) 𝑦𝑦2 = 0

                                  201
200 𝑦𝑦2 − 2𝑦𝑦3 + 199

200 𝑦𝑦4 = 0     → Ecuación 3  

𝑖𝑖 = 9

−2𝑦𝑦1 + 199𝑦𝑦2 200⁄ + 0𝑦𝑦3 + 0𝑦𝑦4 + 0𝑦𝑦5 + 0𝑦𝑦6 + 0𝑦𝑦7 + 0𝑦𝑦8 + 0𝑦𝑦9 = − 201 2⁄     
201𝑦𝑦1 200⁄ − 2𝑦𝑦2 + 199𝑦𝑦3 200⁄ + 0𝑦𝑦4 + 0𝑦𝑦5 + 0𝑦𝑦6 + 0𝑦𝑦7 + 0𝑦𝑦8 + 0𝑦𝑦9 = 0
0𝑦𝑦1 + 201𝑦𝑦2 200⁄ − 2𝑦𝑦3 + 199𝑦𝑦4 200⁄ + 0𝑦𝑦5 + 0𝑦𝑦6 + 0𝑦𝑦7 + 0𝑦𝑦8 + 0𝑦𝑦9 = 0
0𝑦𝑦1 + 0𝑦𝑦2 + 201𝑦𝑦3 200⁄ − 2𝑦𝑦4 + 199𝑦𝑦5 200⁄ + 0𝑦𝑦6 + 0𝑦𝑦7 + 0𝑦𝑦8 + 0𝑦𝑦9 = 0
0𝑦𝑦1 + 0𝑦𝑦2 + 0𝑦𝑦3 + 201𝑦𝑦4 200⁄ − 2𝑦𝑦5 + 199𝑦𝑦6 200⁄ + 0𝑦𝑦7 + 0𝑦𝑦8 + 0𝑦𝑦9 = 0
0𝑦𝑦1 + 0𝑦𝑦2 + 0𝑦𝑦3 + 0𝑦𝑦4 + 201𝑦𝑦5 200⁄ − 2𝑦𝑦6 + 199𝑦𝑦7 200⁄ + 0𝑦𝑦8 + 0𝑦𝑦9 = 0
0𝑦𝑦1 + 0𝑦𝑦2 + 0𝑦𝑦3 + 0𝑦𝑦4 + 0𝑦𝑦5 + 201𝑦𝑦6 200⁄ − 2𝑦𝑦7 + 199𝑦𝑦8 200⁄ + 0𝑦𝑦9 = 0
0𝑦𝑦1 + 0𝑦𝑦2 + 0𝑦𝑦3 + 0𝑦𝑦4 + 0𝑦𝑦5 + 0𝑦𝑦6 + 201𝑦𝑦7 200⁄ − 2𝑦𝑦8 + 199𝑦𝑦9 200⁄ = 0

  0𝑦𝑦1 + 0𝑦𝑦2 + 0𝑦𝑦3 + 0𝑦𝑦4 + 0𝑦𝑦5 + 0𝑦𝑦6 + 0𝑦𝑦7 + 201𝑦𝑦8 200⁄ − 2𝑦𝑦9 = − 199 20⁄

ver Ap. A)

179



Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

𝑦𝑦1 = 91.400, 𝑦𝑦2 = 81.713,      𝑦𝑦3 = 73.939,      𝑦𝑦4 = 65.076,    𝑦𝑦5 = 56.125
                  𝑦𝑦6 = 47.083,         𝑦𝑦7 = 37.951,      𝑦𝑦8 = 28.727,      𝑦𝑦9 = 19.410.                                              

Paso IV:

ver Ap. A

FIGURA 5.10. Solución exacta y numérica del PVF con el método de diferencias finitas en una hoja de 
cálculo Excel. 
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10−5%
ℎ, 

 

5.5 Ejercicio de aplicación: Dinámica de población depredador - 

presa

Ejemplo 5.6 Dinámica de población depredador - Presa  

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 , 𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑥𝑥(𝑡𝑡) y 𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑎𝑎 = 𝑐𝑐 = 𝑏𝑏 𝑑𝑑 =

𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎 = 1.2, 𝑏𝑏 = 0.6, 𝑐𝑐 =

0.8 𝑑𝑑 = 0.3 𝑥𝑥 = 2 𝑦𝑦 = 1 𝑡𝑡 = 0
ℎ = 0.1
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𝑡𝑡 = 0 30 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 𝑥𝑥 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡) 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑎𝑎 = 1.2, 𝑏𝑏 = 0.6, 𝑐𝑐 = 0.8 y 𝑑𝑑 = 0.3 𝑥𝑥 = 2 𝑦𝑦 =
1 𝑡𝑡 = 0

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 1.2𝑥𝑥 − 0.6𝑥𝑥𝑥𝑥 ,              𝑥𝑥(0) = 2
∙

𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 0.3𝑥𝑥𝑥𝑥 − 0.8𝑦𝑦 ,              𝑦𝑦(0) = 1

𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑖𝑖 = 0 𝑖𝑖 = 1000

𝑚𝑚1 𝑘𝑘1

𝑚𝑚2 𝑘𝑘2. 
𝑘𝑘4

FIGURA 5.11. Modelo de Lotka-Volterra personalizado en Excel. 
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𝑡𝑡 = 0 30 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 𝑥𝑥 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡) 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑎𝑎 = 1.2, 𝑏𝑏 = 0.6, 𝑐𝑐 = 0.8 y 𝑑𝑑 = 0.3 𝑥𝑥 = 2 𝑦𝑦 =
1 𝑡𝑡 = 0

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 1.2𝑥𝑥 − 0.6𝑥𝑥𝑥𝑥 ,              𝑥𝑥(0) = 2
∙

𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 0.3𝑥𝑥𝑥𝑥 − 0.8𝑦𝑦 ,              𝑦𝑦(0) = 1

𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑖𝑖 = 0 𝑖𝑖 = 1000

𝑚𝑚1 𝑘𝑘1

𝑚𝑚2 𝑘𝑘2. 
𝑘𝑘4

FIGURA 5.11. Modelo de Lotka-Volterra personalizado en Excel. 
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𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 𝑥𝑥 = 𝑔𝑔(𝑡𝑡) 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥).

ℎ = 0.1

FIGURA 5.13. Cálculo numérico con el método RK4 en Excel  

FIGURA 5.12. Método RK4 para el modelo Lotka- Volterra en Excel. 
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5.6 Ejercicios propuestos  

▪ 

▪ 

▪ 

▪ 

𝑝𝑝′(𝑡𝑡) = 𝑘𝑘gm(1 − 𝑝𝑝 𝑝𝑝max⁄ )𝑝𝑝  ;     𝑝𝑝(𝑡𝑡0) = 𝑝𝑝0

FIGURA 5.14. Solución numérica 𝒙𝒙(𝒕𝒕) y 𝒚𝒚(𝒕𝒕) con RK4 con 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟏𝟏 y representación del estado-espacio 𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙). 
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5.6 Ejercicios propuestos  

▪ 

▪ 

▪ 

▪ 

𝑝𝑝′(𝑡𝑡) = 𝑘𝑘gm(1 − 𝑝𝑝 𝑝𝑝max⁄ )𝑝𝑝  ;     𝑝𝑝(𝑡𝑡0) = 𝑝𝑝0

FIGURA 5.14. Solución numérica 𝒙𝒙(𝒕𝒕) y 𝒚𝒚(𝒕𝒕) con RK4 con 𝒉𝒉 = 𝟎𝟎. 𝟏𝟏 y representación del estado-espacio 𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙). 
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𝑝𝑝 𝑘𝑘gm =
𝑝𝑝max = 𝑝𝑝(1950) = 2555

𝑘𝑘gm = 0.026 año⁄ 𝑝𝑝max = 12000
 

 

𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 𝑝𝑝max

1 + [(𝑝𝑝max 𝑝𝑝0⁄ ) − 1]𝑒𝑒−𝑘𝑘gm(𝑥𝑥−𝑥𝑥0)

 

 

𝑉𝑉𝑐𝑐′(𝑡𝑡) = 𝑄𝑄𝑐𝑐entra − 𝑄𝑄𝑄𝑄 ± reacción  ;   𝑐𝑐(𝑡𝑡0) = 𝑐𝑐0

The Lancet,

185



Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

donde 𝑉𝑉 = (m3) 𝑐𝑐 = (mg m3⁄ )  𝑡𝑡 =
𝑄𝑄𝑐𝑐𝑒𝑒 = (g min⁄ ) 𝑄𝑄 = (m3 min⁄ )

12m3, 
175 g min⁄ 1 m3 min⁄

−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑐𝑐2 𝑘𝑘 = 0.15 m3 g min⁄⁄
 ℎ = 0.5

𝑐𝑐(0) = 0.
 

𝑐𝑐(0) = 0

 

𝑠𝑠′(𝑡𝑡) = (𝜇𝜇max − 𝑘𝑘𝑑𝑑) (1 − 𝑠𝑠
𝐾𝐾) 𝑠𝑠      ;    𝑠𝑠(𝑡𝑡0) = 𝑠𝑠0

𝑠𝑠′(𝑡𝑡) =

𝑠𝑠 = (mg DW L⁄ ) 𝑡𝑡 =

𝜇𝜇max =
(1 día⁄ ) 𝑘𝑘𝑑𝑑 =

(1 día⁄ ) 𝐾𝐾 = (mg DW L⁄ )
𝑠𝑠0 (mg DW L⁄ )

2 mg DW L⁄
1.1 día⁄ 0.1 día⁄

5000 mg DW L⁄
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donde 𝑉𝑉 = (m3) 𝑐𝑐 = (mg m3⁄ )  𝑡𝑡 =
𝑄𝑄𝑐𝑐𝑒𝑒 = (g min⁄ ) 𝑄𝑄 = (m3 min⁄ )

12m3, 
175 g min⁄ 1 m3 min⁄

−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑐𝑐2 𝑘𝑘 = 0.15 m3 g min⁄⁄
 ℎ = 0.5

𝑐𝑐(0) = 0.
 

𝑐𝑐(0) = 0

 

𝑠𝑠′(𝑡𝑡) = (𝜇𝜇max − 𝑘𝑘𝑑𝑑) (1 − 𝑠𝑠
𝐾𝐾) 𝑠𝑠      ;    𝑠𝑠(𝑡𝑡0) = 𝑠𝑠0

𝑠𝑠′(𝑡𝑡) =

𝑠𝑠 = (mg DW L⁄ ) 𝑡𝑡 =

𝜇𝜇max =
(1 día⁄ ) 𝑘𝑘𝑑𝑑 =

(1 día⁄ ) 𝐾𝐾 = (mg DW L⁄ )
𝑠𝑠0 (mg DW L⁄ )

2 mg DW L⁄
1.1 día⁄ 0.1 día⁄

5000 mg DW L⁄

Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

 

𝑠𝑠(𝑡𝑡) = 𝐾𝐾
1 + [((𝐾𝐾 − 𝑠𝑠0) 𝑠𝑠0⁄ )𝑒𝑒−(𝜇𝜇max−𝑘𝑘𝑑𝑑)𝑡𝑡] .

 

 𝑓𝑓 = 𝑠𝑠(𝑡𝑡) 𝜇𝜇(𝑡𝑡).
 

𝐴𝐴′(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣1𝑐𝑐1 − 𝑣𝑣2
𝐴𝐴

𝑉𝑉 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡    ;   𝐴𝐴(𝑡𝑡0) = 𝐴𝐴0

𝐴𝐴′ = (g min⁄ ) 𝐴𝐴 =
(g) 𝐴𝐴0 = (g) 𝑣𝑣1 =

(m3 min⁄ ) 𝑐𝑐1 = (g m3⁄ ) 𝑣𝑣2 =
(m3 min⁄ ) 𝑉𝑉 = (m3) 𝑡𝑡 = (s)

180m3

FIGURA 5.15. Escenario de disolución. 
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0.15%
2 m3 min⁄

 ℎ = 0.5

 

𝑣𝑣2 = 0 𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣1𝑡𝑡 + 𝐴𝐴0

𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣2 = 𝑣𝑣 𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑉𝑉 + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉)𝑒𝑒−𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉0⁄

𝑣𝑣1 ≠ 𝑣𝑣2 𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1[𝑉𝑉 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡] + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉)[1 − (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2 𝑉𝑉⁄ )𝑡𝑡]𝑣𝑣2 (𝑣𝑣2−𝑣𝑣1)⁄

 

𝑚𝑚,
𝑚𝑚

(1 − 𝑚𝑚 𝑝𝑝⁄ )

𝑝𝑝′(𝑡𝑡) = 𝑘𝑘𝑘𝑘(1 − 𝑝𝑝 𝐿𝐿⁄ )(1 − 𝑚𝑚 𝑝𝑝⁄ )  ;    𝑝𝑝(𝑡𝑡0) = 𝑝𝑝0

𝑝𝑝′ = 𝑝𝑝 =
𝑡𝑡 = 𝐿𝐿 = 𝑘𝑘 =

𝑝𝑝0 = 𝑘𝑘 = 0.08, 𝐿𝐿 = 1000
𝑚𝑚 = 200

 

ℎ = 1
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0.15%
2 m3 min⁄

 ℎ = 0.5

 

𝑣𝑣2 = 0 𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑣𝑣1𝑡𝑡 + 𝐴𝐴0

𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣2 = 𝑣𝑣 𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1𝑉𝑉 + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉)𝑒𝑒−𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉0⁄

𝑣𝑣1 ≠ 𝑣𝑣2 𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1[𝑉𝑉 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡] + (𝐴𝐴0 − 𝑐𝑐1𝑉𝑉)[1 − (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2 𝑉𝑉⁄ )𝑡𝑡]𝑣𝑣2 (𝑣𝑣2−𝑣𝑣1)⁄

 

𝑚𝑚,
𝑚𝑚

(1 − 𝑚𝑚 𝑝𝑝⁄ )

𝑝𝑝′(𝑡𝑡) = 𝑘𝑘𝑘𝑘(1 − 𝑝𝑝 𝐿𝐿⁄ )(1 − 𝑚𝑚 𝑝𝑝⁄ )  ;    𝑝𝑝(𝑡𝑡0) = 𝑝𝑝0

𝑝𝑝′ = 𝑝𝑝 =
𝑡𝑡 = 𝐿𝐿 = 𝑘𝑘 =

𝑝𝑝0 = 𝑘𝑘 = 0.08, 𝐿𝐿 = 1000
𝑚𝑚 = 200

 

ℎ = 1
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𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 𝑚𝑚(𝐿𝐿 − 𝑝𝑝0) + 𝑘𝑘(𝑝𝑝0 − 𝑚𝑚)𝑒𝑒(𝐿𝐿−𝑚𝑚)(𝑘𝑘 𝐿𝐿⁄ )𝑡𝑡

𝐿𝐿 − 𝑝𝑝0 + (𝑝𝑝0 −𝑚𝑚)𝑒𝑒(𝐿𝐿−𝑚𝑚)(𝑘𝑘 𝐿𝐿⁄ )𝑡𝑡

 

 

 𝑚𝑚 < 𝑝𝑝 < 𝐿𝐿
0 < 𝑝𝑝 < 𝑚𝑚

 𝑝𝑝0 < 𝑚𝑚

 

Efecto Allee

𝑎𝑎 = 0.08, 𝑏𝑏 = 0.001, 𝑐𝑐 = 0.02 𝑑𝑑 = 0.00002 𝑡𝑡

 

 𝑦𝑦′(𝑥𝑥)
 

 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
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 𝑡𝑡 = 0

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(𝑎𝑎1 − 𝑏𝑏1𝑥𝑥 − 𝑐𝑐1𝑦𝑦) ,              𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 𝑥𝑥0
∙

𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦(𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2𝑦𝑦 − 𝑐𝑐2𝑥𝑥) ,              𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0

𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑦𝑦(𝑡𝑡) 𝑡𝑡
𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑐𝑐1 y 𝑐𝑐2

𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑎𝑎1 = 2, 𝑎𝑎2 = 1, 𝑏𝑏1 =
0.4, 𝑏𝑏2 = 0.1, y 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐2 = 0.3 

 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)
ℎ = 0.25

𝑥𝑥(0) = 1.5 𝑦𝑦(0) = 3.5
 

 

 

 

𝑣𝑣1 𝑐𝑐1
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 𝑡𝑡 = 0

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(𝑎𝑎1 − 𝑏𝑏1𝑥𝑥 − 𝑐𝑐1𝑦𝑦) ,              𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 𝑥𝑥0
∙

𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦(𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2𝑦𝑦 − 𝑐𝑐2𝑥𝑥) ,              𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0

𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑦𝑦(𝑡𝑡) 𝑡𝑡
𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑐𝑐1 y 𝑐𝑐2

𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑎𝑎1 = 2, 𝑎𝑎2 = 1, 𝑏𝑏1 =
0.4, 𝑏𝑏2 = 0.1, y 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐2 = 0.3 

 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)
ℎ = 0.25

𝑥𝑥(0) = 1.5 𝑦𝑦(0) = 3.5
 

 

 

 

𝑣𝑣1 𝑐𝑐1
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𝑐𝑐2  
𝑣𝑣2 𝑐𝑐3

𝑣𝑣3

𝐴𝐴1
′ (𝑡𝑡) = 𝑣𝑣1𝑐𝑐1 − 𝑣𝑣2

𝐴𝐴1
𝑉𝑉1 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡    , 𝐴𝐴1(𝑡𝑡0) = 𝐴𝐴01             

∙
𝐴𝐴2

′ (𝑡𝑡) = 𝐴𝐴1𝑣𝑣2
𝑉𝑉1 + (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2)𝑡𝑡 − 𝐴𝐴2𝑣𝑣3

𝑉𝑉2 + (𝑣𝑣2 − 𝑣𝑣3)𝑡𝑡 , 𝐴𝐴2(𝑡𝑡0) = 𝐴𝐴02

𝐴𝐴1 y 𝐴𝐴2 (g)

𝑡𝑡 = 0
5 gal min⁄

5 gal min⁄
 ℎ = 200

 

FIGURA 5.16. Escenario de disolución de dos tanques conectados. 

191



Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘 𝜕𝜕2𝑐𝑐

𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑐𝑐(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) moles cm3⁄ 𝑘𝑘
cm2 s⁄ 𝐿𝐿 > 0 s−1

𝑐𝑐 𝑑𝑑 = 4cm

𝑐𝑐0 (mol L⁄ )
𝑐𝑐 𝑘𝑘 = 1.5𝑥𝑥10−6  cm2 s⁄ 𝐿𝐿 =

5𝑥𝑥10−6s−1

 ℎ = 0.5 𝑐𝑐

 

 

𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐0 csch (√𝐿𝐿 𝑘𝑘⁄ 𝑑𝑑) sinh [√𝐿𝐿 𝑘𝑘⁄ (𝑑𝑑 − 𝑥𝑥)]

 𝑘𝑘 𝐿𝐿
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘 𝜕𝜕2𝑐𝑐

𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑐𝑐(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) moles cm3⁄ 𝑘𝑘
cm2 s⁄ 𝐿𝐿 > 0 s−1

𝑐𝑐 𝑑𝑑 = 4cm

𝑐𝑐0 (mol L⁄ )
𝑐𝑐 𝑘𝑘 = 1.5𝑥𝑥10−6  cm2 s⁄ 𝐿𝐿 =

5𝑥𝑥10−6s−1

 ℎ = 0.5 𝑐𝑐

 

 

𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐0 csch (√𝐿𝐿 𝑘𝑘⁄ 𝑑𝑑) sinh [√𝐿𝐿 𝑘𝑘⁄ (𝑑𝑑 − 𝑥𝑥)]

 𝑘𝑘 𝐿𝐿
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝐷𝐷 𝜕𝜕2𝑐𝑐

𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑐𝑐 = (moles m3⁄ )
𝑡𝑡 = (h) 𝐷𝐷 =

(m2 h⁄ ) 𝑥𝑥 =
(m)

𝑥𝑥 = 0
𝑈𝑈 =

𝑥𝑥
(m h⁄ ) 𝑘𝑘 =

(h−1)

𝑡𝑡 < 0

𝑡𝑡 = 0

𝑐𝑐en

𝑐𝑐en = 𝑐𝑐0 − 𝐷𝐷𝑐𝑐0
′ 𝑈𝑈⁄      y     𝑐𝑐′(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 0
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FIGURA 5.17. Reactor alargado con un solo punto de entrada y salida. 
. 

194



Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

5.7 Proyecto para grupo: Dinámica de fluido atmosférico    

 

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = −𝜎𝜎𝜎𝜎 + 𝜎𝜎𝑦𝑦        ,     𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 𝑥𝑥0  
𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑥𝑥    ,     𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0  
𝑧𝑧′(𝑡𝑡) = −𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑥𝑥𝑥𝑥       ,      𝑧𝑧(𝑡𝑡0) = 𝑧𝑧0  

𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 =
𝑧𝑧 =

𝜎𝜎 (Número de Prandtl) =
𝑟𝑟 (Número de Rayleigh) =

𝑏𝑏 =
𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜎𝜎 = 10, 𝑏𝑏 =

2.666667, 𝑟𝑟 = 28 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 𝑧𝑧 = 5 𝑡𝑡 = 0
𝑡𝑡 = 0

 

3𝑥𝑥3
 

 

 

Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

 

𝐷𝐷 = 2,𝑈𝑈 = 1, ℎ = 2.5, 𝑘𝑘 = 0.2 𝑐𝑐en = 100.
 𝐷𝐷 = 4

 

 ℎ ≤ 2𝐷𝐷 𝑈𝑈⁄

FIGURA 5.17. Reactor alargado con un solo punto de entrada y salida. 
. 

Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

 

𝐷𝐷 = 2,𝑈𝑈 = 1, ℎ = 2.5, 𝑘𝑘 = 0.2 𝑐𝑐en = 100.
 𝐷𝐷 = 4

 

 ℎ ≤ 2𝐷𝐷 𝑈𝑈⁄

FIGURA 5.17. Reactor alargado con un solo punto de entrada y salida. 
. 

195



Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

 𝑥𝑥

 

 

 

Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

 

𝐷𝐷 = 2,𝑈𝑈 = 1, ℎ = 2.5, 𝑘𝑘 = 0.2 𝑐𝑐en = 100.
 𝐷𝐷 = 4

 

 ℎ ≤ 2𝐷𝐷 𝑈𝑈⁄

FIGURA 5.17. Reactor alargado con un solo punto de entrada y salida. 
. 

196



Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

 𝑥𝑥

 

 

 

 

  

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS  
 

 

Capítulo 5.   Solución Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

 

  

 

 

𝐷𝐷 = 2,𝑈𝑈 = 1, ℎ = 2.5, 𝑘𝑘 = 0.2 𝑐𝑐en = 100.
 𝐷𝐷 = 4

 

 ℎ ≤ 2𝐷𝐷 𝑈𝑈⁄

FIGURA 5.17. Reactor alargado con un solo punto de entrada y salida. 
. 



 

  



 

  

 

  

 

APÉNDICES 

 

 

 

 

 

 

 

Apéndice A 

Sistemas de Ecuaciones 
lineales: Método de la 
matriz inversa. 

 

Apéndice B 

Minimización de la suma 
total de los cuadrados de 
las desviaciones. 

 

Apéndice C 

Regla Simpson 3/8. 

 

Apéndice D 

Repuesta de los problemas 
con literales seleccionados 

 

 

Curva de distribución de probabilidad Gaussiana en Excel.   

Microsoft Excel.   La hoja de cálculo Excel es una 

herramienta computacional muy útil para efectuar 

cálculo numérico. Sus opciones de fórmulas y diseño 

de hojas permiten efectuar cálculos extensos de una 

manera rápida y efectiva. El apéndice A muestra un 

ejemplo práctico en la solución de un sistema de 

ecuaciones lineales (nxn) con un gran número de 

incógnitas desarrolladas por el método de la matriz 

inversa gracias a sus funciones: MINVERSO (devuelve 

la matriz inversa de una matriz almacenada en una 

matriz) y MMULT (devuelve el producto matricial o 

la multiplicación de dos matrices). Imagen: Rafael 

García Rodríguez (As-MeriStation). 
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Apéndice A Sistemas de Ecuaciones lineales: Método de la matriz inversa 

 

𝑎𝑎11𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎12𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑎𝑎21𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎22𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎2𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑎𝑎31𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎32𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎3𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

=
=
=

𝑏𝑏1
𝑏𝑏2
𝑏𝑏3∙                             ∙∙                             ∙

∙                             ∙
𝑎𝑎𝑛𝑛1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑛𝑛

                               (A. 1)

𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑛𝑛

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑛𝑛

[𝐴𝐴]{𝑋𝑋} = {𝐵𝐵}   con  [𝐴𝐴] =

[
 
 
 
 
 
 𝑎𝑎11 + 𝑎𝑎12 +⋯+ 𝑎𝑎1𝑛𝑛
𝑎𝑎21 + 𝑎𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑎2𝑛𝑛
𝑎𝑎31 + 𝑎𝑎32 +⋯+ 𝑎𝑎3𝑛𝑛∙                             ∙∙                             ∙

∙                             ∙
𝑎𝑎𝑛𝑛1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 ]

 
 
 
 
 
 

 ,
{𝐵𝐵}𝑇𝑇 = [𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3,⋯ , 𝑏𝑏𝑛𝑛]

y
{𝑋𝑋}𝑇𝑇 = [𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛]

 (A. 2)

[𝐴𝐴] 𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝑎𝑎 {𝐵𝐵} 𝑛𝑛 1
𝑏𝑏 {𝑋𝑋} 𝑛𝑛 1 𝑥𝑥

{𝑋𝑋}
[𝐴𝐴] [𝐴𝐴]

[𝐴𝐴]−1[𝐴𝐴]{𝑋𝑋} = {𝐵𝐵}[𝐴𝐴]−1                                                    (A. 3)

200



Apéndices 

 

  

Apéndice A Sistemas de Ecuaciones lineales: Método de la matriz inversa 

 

𝑎𝑎11𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎12𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑎𝑎21𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎22𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎2𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑎𝑎31𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎32𝑥𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑎3𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

=
=
=

𝑏𝑏1
𝑏𝑏2
𝑏𝑏3∙                             ∙∙                             ∙

∙                             ∙
𝑎𝑎𝑛𝑛1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑛𝑛

                               (A. 1)

𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑛𝑛

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑛𝑛

[𝐴𝐴]{𝑋𝑋} = {𝐵𝐵}   con  [𝐴𝐴] =

[
 
 
 
 
 
 𝑎𝑎11 + 𝑎𝑎12 +⋯+ 𝑎𝑎1𝑛𝑛
𝑎𝑎21 + 𝑎𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑎2𝑛𝑛
𝑎𝑎31 + 𝑎𝑎32 +⋯+ 𝑎𝑎3𝑛𝑛∙                             ∙∙                             ∙

∙                             ∙
𝑎𝑎𝑛𝑛1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 ]

 
 
 
 
 
 

 ,
{𝐵𝐵}𝑇𝑇 = [𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3,⋯ , 𝑏𝑏𝑛𝑛]

y
{𝑋𝑋}𝑇𝑇 = [𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛]

 (A. 2)

[𝐴𝐴] 𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝑎𝑎 {𝐵𝐵} 𝑛𝑛 1
𝑏𝑏 {𝑋𝑋} 𝑛𝑛 1 𝑥𝑥

{𝑋𝑋}
[𝐴𝐴] [𝐴𝐴]

[𝐴𝐴]−1[𝐴𝐴]{𝑋𝑋} = {𝐵𝐵}[𝐴𝐴]−1                                                    (A. 3)

Apéndices 

 

  

[𝐴𝐴]−1[𝐴𝐴]

{𝑋𝑋} = {𝐵𝐵}[𝐴𝐴]−1                                                   (A. 4)

FIGURA A.1. Solución de un sistema de ecuaciones 5x5 por el método de la matriz inversa en una hoja de cálculo 
Excel. 

201



Apéndices 

 

  

{𝑋𝑋}

Apéndice B Minimización de la suma total de los cuadrados de las desviaciones. 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)]2                                                       (B. 1)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖]2 .                                                      (B. 2)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑆𝑆𝑟𝑟 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑆𝑆𝑟𝑟

𝑆𝑆𝑟𝑟 𝑎𝑎 𝑆𝑆𝑟𝑟

𝑏𝑏
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{𝑋𝑋}

Apéndice B Minimización de la suma total de los cuadrados de las desviaciones. 

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)]2                                                       (B. 1)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑟𝑟 = ∑[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖]2 .                                                      (B. 2)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑆𝑆𝑟𝑟 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑆𝑆𝑟𝑟

𝑆𝑆𝑟𝑟 𝑎𝑎 𝑆𝑆𝑟𝑟

𝑏𝑏

Apéndices 

 

  

𝜕𝜕𝑆𝑆𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕 = ∑ 2[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖][−𝑥𝑥𝑖𝑖]

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 0

𝜕𝜕𝑆𝑆𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕 = ∑ 2[𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖][−1]

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 0

                                       (B. 3)

𝑖𝑖
(2𝑥𝑥2):

𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑏𝑏 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖      

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                                    (B. 4)

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

– 𝑛𝑛
𝑎𝑎,

𝑎𝑎 = [𝑛𝑛 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
− ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
] [𝑛𝑛 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

2 − (∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)

2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
]  ⁄                      (B. 5)

𝑏𝑏

𝑏𝑏 = 1
𝑛𝑛 (∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)                                                  (B. 6)

𝑎𝑎 𝑏𝑏
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Apéndice C Regla Simpson 3/8 

𝑓𝑓 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ≥ 3

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 ≈ 3(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
8𝑛𝑛 [𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 3 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−2

𝑖𝑖=1,4,7
 + 3 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=2,5,8
+ 2 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−3

𝑖𝑖=3,6,9
+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)]            (C. 1)

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥0 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑖𝑖 𝑛𝑛⁄
𝑖𝑖 = 0,1,2,3, ⋯ 𝑛𝑛   y  𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎.

𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 

𝑥𝑥

FIGURA C.1. Geometría de la regla Simpson 3/8. 
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Apéndice C Regla Simpson 3/8 

𝑓𝑓 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ≥ 3

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 ≈ 3(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
8𝑛𝑛 [𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 3 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−2

𝑖𝑖=1,4,7
 + 3 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=2,5,8
+ 2 ∑ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑛𝑛−3

𝑖𝑖=3,6,9
+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)]            (C. 1)
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𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥0 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑖𝑖 𝑛𝑛⁄
𝑖𝑖 = 0,1,2,3, ⋯ 𝑛𝑛   y  𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎.

𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 

𝑥𝑥

FIGURA C.1. Geometría de la regla Simpson 3/8. 
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[𝑥𝑥0, 𝑥𝑥3]                 [𝑥𝑥3, 𝑥𝑥6]                                 [𝑥𝑥𝑛𝑛−3, 𝑥𝑥𝑛𝑛]

𝐸𝐸𝑡𝑡 = −
(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)5

6480 𝑓𝑓̅(4)(𝜉𝜉),       𝑎𝑎 ≤ 𝜉𝜉 ≤ 𝑏𝑏.                                          (C. 3)

FIGURA C.2. Cálculo de área empleando la regla de Simpson 3/8  con 𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏. 

205



Apéndices 

 

  

𝜎𝜎 = 4.2
𝜇𝜇 = 9.4 [10.25] 𝑛𝑛 = 12

𝜇𝜇, 𝜎𝜎

=

 

Apéndice D Repuesta a los problemas con literales seleccionados  

206



Apéndices 

 

  

𝜎𝜎 = 4.2
𝜇𝜇 = 9.4 [10.25] 𝑛𝑛 = 12

𝜇𝜇, 𝜎𝜎

=

 

Apéndice D Repuesta a los problemas con literales seleccionados  

Apéndices 

 

  

207



Apéndices 

 

  

Apéndices 

 

  

Apéndice C Regla Simpson 3/8 
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𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 

𝑥𝑥

FIGURA C.1. Geometría de la regla Simpson 3/8. 
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FIGURA C.1. Geometría de la regla Simpson 3/8. 
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𝑦𝑦 = 91𝑥𝑥 − 170 𝑅𝑅2 =

0.856

1398.86
kW ∙ h

6.650 T = 12

235
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𝑎𝑎 = −116.469, 𝑏𝑏 = 8.852 y 𝑐𝑐 = −98.740

3.637 𝜀𝜀𝑡𝑡% =
0.013%
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𝑥𝑥109 m3

 

2.73𝑥𝑥10−5 mi
3 

 

g m3⁄
50436 L 

𝜀𝜀𝑎𝑎% ≈ 5%
49464 L 𝜀𝜀𝑎𝑎% ≈ 4%

6.15𝑥𝑥107  W m2⁄ 6.20𝑥𝑥107  W m2⁄
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GLOSARIO DE TÉRMINOS  
Términos Definición 
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